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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Краевая задача для системы уравнений
гиперболического типа высокого порядка

А. А. Андреев, Ю. О. Яковлева
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация
В статье методом Римана построено регулярное решение задачи Ко-

ши для системы дифференциальных уравнений третьего порядка. Ука-
занное решение найдено с помощью матрицы Римана. Матрица Римана
построена через гипергеометрические функции матричного аргумента.

Ключевые слова: гиперболическое дифференциальное уравнение, си-
стема гиперболических дифференциальных уравнений высокого поряд-
ка, задача Коши, метод Римана, матрица Римана, гипергеометрическая
функция.

Введение. В теории дифференциальных уравнений в частных производ-
ных немаловажную роль играет понятие характеристики уравнения. Извест-
но, что краевые задачи для дифференциальных уравнений и систем диффе-
ренциальных уравнений в частных производных с кратными характеристи-
ками могут быть решены методом Римана.

1. Решение задачи Коши. В плоскости {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R} независи-
мых переменных будем рассматривать систему уравнений гиперболического
типа третьего порядка в частных производных, которая не содержит произ-
водные порядка меньше третьего,

𝑀𝑈 ≡ 𝑈𝑥𝑥𝑦 +Ω𝑈 = 0, (1)

где 𝑈 (𝑥, 𝑦) — искомая 𝑚-мерная вектор-функция, Ω—постоянная действи-
тельная матрица размера (𝑚 × 𝑚). Уравнения системы (1) имеют характе-
ристику 𝑥 = 𝐶𝑖 и характеристику 𝑦 = 𝐶𝑗 , 𝐶𝑖, 𝐶𝑗 ∈ R, которая является
двукратной. Таким образом, каждое уравнение системы (1) является слабо
гиперболическим.

Задача Коши. Найти регулярное решение 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶3(R×R) системы
уравнений (1), которое удовлетворет следующим условиям на линии 𝑦 = 𝑥,
являющейся нехарактеристической:

𝑈 (𝑥, 𝑦) |𝑦=𝑥 = 𝐴(𝑥),
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Краевая задача для системы уравнений гиперболического типа высокого порядка

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝑦=𝑥

= 𝐵(𝑥),

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛2

⃒⃒⃒
𝑦=𝑥

= 𝐶(𝑥). (2)

𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥), 𝐶(𝑥) ∈ 𝐶2(R) являются заданными вектор-функциями, а
𝑛 =

(︁
1√
2
,− 1√

2

)︁
— нормалью к нехарактеристической линии.

На нехарактеристическую линию системы дифференциальных гипербо-
лических уравнений третьего порядка накладываются такие же ограниче-
ния, как и для гиперболического уравнения второго порядка. Известно [1],
что нехарактеристическая линия не должна дважды пересекать любую ха-
рактеристику, принадлежащую любому другому семейству.

В области 𝐷 решение 𝑈 (𝑥, 𝑦) задачи Коши (2) системы уравнений (1) на-
зывается регулярным, если оно имеет все непрерывные частные производные,
которые входят во все уравнения системы (1), и удовлетворяет системе (1) и
условиям задачи Коши (2) в обычном смысле.

Рассмотрим решение задачи Коши (2) методом Римана.
Сопряженным оператором по Лагранжу для 𝑀𝑈 ≡ 𝑈𝑥𝑥𝑦 + Ω𝑈 является

оператор𝑀*𝑉 ≡ −𝑉𝑥𝑥𝑦+𝑉 Ω, где 𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) — матрица размера (𝑚×𝑚).
Матрицей Римана для указанной системы уравнений (1) будем называть

решение 𝑉 = 𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) задачи

𝑀*𝑉 = 0,

𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑥0 = Θ,

𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦)|𝑦=𝑦0 = (𝑥− 𝑥0)𝐸,

𝑉𝑥(𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑥0 = 𝐸,

где (𝑥0, 𝑦0) – любая точка, принадлежащая плоскости {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R}.
𝐸, Θ являются единичной и нулевой матрицей размера (𝑚×𝑚) соответствен-
но.

В работах [2, 3] функция Римана 𝑣(𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) определена как решение
специальной задачи Гурса. Доказаны существование и единственность функ-
ции Римана 𝑣(𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦). Обобщение этих результатов, приводит к утвер-
ждению о существовании и единственности матрицы Римана 𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦).

Определение обобщенной гипергеометрической функции приведено в ра-
ботах [4, 5]. Тогда получим, что матрица Римана имеет вид

𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑥0) 0𝐹2

(︂
1;

3

2
;

(︂
(𝑥− 𝑥0)

2(𝑦 − 𝑦0)

4

)︂
Ω

)︂
.

Используя полученную матрицу Римана, после некоторых преобразова-
ний получим, что решение задачи Коши (2) системы уравнений (1) принимает
вид

𝑈 (𝑥0, 𝑦0) = 𝐴(𝑦0)−
1

4

∫︁ 𝑦0

𝑥0

(𝑥− 𝑥0) 0𝐹2

(︂
1,

3

2
; 𝜏Ω

)︂
(𝐴′′(𝑥)− 𝐶(𝑥))𝑑𝑥−

−1

2

∫︁ 𝑦0

𝑥0

((𝑥− 𝑥0)
2 + 1) 0𝐹2

(︂
1,

3

2
; 𝜏Ω

)︂
(𝐴(𝑥) +𝐴′(𝑥) +𝐵(𝑥))𝑑𝑥−

9
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−1

6

∫︁ 𝑦0

𝑥0

(𝑥− 𝑥0)
2(𝑥− 𝑦0)Ω 0𝐹2

(︂
2,

5

2
; 𝜏Ω

)︂
(𝐴′(𝑥) +𝐵(𝑥))𝑑𝑥−

− 1

60

∫︁ 𝑦0

𝑥0

(𝑥− 𝑥0)
4(𝑥− 𝑦0)Ω

2
0𝐹2

(︂
3,

7

2
; 𝜏Ω

)︂
𝐴(𝑥)𝑑𝑥,

где 𝜏 = (𝑥−𝑥0)2(𝑥−𝑦0)
4 .
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Об одной краевой задаче со смещением с операторами
дробного интегро-дифференцирования для уравнения
параболо-гиперболического типа второго порядка

Ж. А. Балкизов
Институт прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН,
Россия, 360000, Нальчик, ул. Шортанова, 89А.

Аннотация

В работе исследована краевая задача со смещением для неоднород-
ного уравнения параболо-гиперболического типа второго порядка с вы-
рождающимся гиперболическим оператором, когда в качестве гранич-
ного условия задана весовая линейная комбинация с переменными коэф-
фициентами производных дробного порядка от значений искомой функ-
ции на независимых характеристиках. Найдены достаточные условия
существования и единственности регулярного решения задачи.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, оператор дробного ин-
тегродифференцирования, задача со смещением.

Введение. Впервые задачи со смещением для различных типов уравне-
ний были сформулированы и исследованы в работах [1–3]. Подобные зада-
чи возникают при изучении вопросов тепло- и массообмена в капиллярно-
пористых средах, при математическом моделировании задач газовой дина-
мики и нелокальных физических процессов, при изучении процессов размно-
жения клеток, в теории распространения электромагнитного поля в неодно-
родной среде. В связи с чем исследованию краевых задач со смещением для
различных типов и различных порядков уравнений уделяют внимание много
авторов. Достаточно полная библиография научных работ, посвященных ис-
следованиям краевых задач со смещениями, приведена в монографиях [4–7].

В данной работе исследована краевая задача со смещением для неодно-
родного уравнения параболо-гиперболического типа третьего порядка с вы-
рождающимся гиперболическим оператором, когда в качестве граничного
условия задана весовая линейная комбинация с переменными коэффициен-
тами производных дробного порядка от значений искомой функции на неза-
висимых характеристиках. Найдены достаточные условия существования и
единственности регулярного решения задачи. Среди работ, близко примыка-
ющих к исследуемой, отметим работы [8–11].
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Постановка задачи. На евклидовой плоскости независимых переменных
𝑥 и 𝑦 рассмотрим уравнение

0 =

{︂
(−𝑦)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑎(−𝑦)(𝑚−2)/2𝑢𝑥, 𝑦 < 0,
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 − 𝑓, 𝑦 > 0,

(1)

где 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦)— заданная функция; 𝑎, 𝑚— заданные числа, причем 𝑚 > 0,
|𝑎| 6 𝑚/2; 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦)—искомая функция.

Уравнение (1) рассматривается в области Ω, ограниченной характеристи-
ками 𝐴𝐶: 𝑥 − 2

𝑚+2(−𝑦)
(𝑚+2)/2 = 0 и 𝐶𝐵: 𝑥 + 2

𝑚+2(−𝑦)
(𝑚+2)/2 = 𝑟 уравнения

(1) при 𝑦 < 0, выходящими из точки 𝐶 =
(︀
𝑟/2,−𝑟/2

)︀
и проходящими через

точки 𝐴 =
(︀
0, 0
)︀
и 𝐵 = (𝑟, 0) соответственно, а также прямоугольником с

вершинами в точках 𝐴, 𝐵, 𝐴0 = (0, ℎ), 𝐵0 = (𝑟, ℎ), ℎ > 0, при 𝑦 > 0.
Введем обозначения:

Ω1 = Ω ∩ {𝑦 < 0} , Ω2 = Ω ∩ {𝑦 > 0}, 𝐽 = {(𝑥, 0) : 0 < 𝑥 < 𝑟},

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ 𝐽, 𝛼 =
𝑚− 2𝑎

2(𝑚+ 2)
, 𝛽 =

𝑚+ 2𝑎

2(𝑚+ 2)
,

𝜃0(𝑥) =

(︃
𝑥

2
;−
(︂
𝑚+ 2

4
𝑥

)︂2(𝑚+2)
)︃
, 𝜃𝑟(𝑥) =

(︃
𝑟 + 𝑥

2
;−
(︂
𝑚+ 2

4
(𝑟 − 𝑥)

)︂2(𝑚+2)
)︃

и будем считать, что 𝑓 ∈ 𝐶
(︀
Ω̄
)︀
. Из свойств чисел 𝑎 и 𝑚 очевидно следует,

что 0 6 𝛼, 𝛽 6 1.
Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем функцию 𝑢 =

𝑢(𝑥, 𝑦) из класса 𝐶
(︀
Ω̄
)︀
∩𝐶1(Ω)∩𝐶2

(︀
Ω1

)︀
∩𝐶2

𝑥

(︀
Ω2

)︀
, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 ∈ 𝐿1(𝐽), удовлетво-

ряющую уравнению (1).
В работе исследована следующая
Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения

(1), удовлетворяющее условиям

𝑢(0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜙2(𝑦), 0 6 𝑦 < ℎ,

𝑎(𝑥)𝑥𝛼𝐷1−𝛽
0𝑥

[︀
𝑢(𝜃0(𝑡))

]︀
+ 𝑏(𝑥)(𝑟 − 𝑥)𝛽𝐷1−𝛼

𝑟𝑥

[︀
𝑢(𝜃𝑟(𝑡))

]︀
= 𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑟,

где 𝐷𝛿
𝑐𝑥 — оператор дробного (в смысле Римана—Лиувилля) интегродиффе-

ренцирования порядка 𝛿 [5, c. 28]; 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜓(𝑥)— заданные
достаточно гладкие функции.

Основной результат. Доказана следующая
Теорема. Пусть заданные функции 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦); 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜓(𝑥) облада-

ют свойствами:

𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦) ∈ 𝐶[0, ℎ]; 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑟] ∩ 𝐶2]0, 𝑟[,

𝑎(𝑥)𝑏(𝑥) > 0,

[︂
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)

]︂′
> 0, 0 6 𝑥 6 𝑟.

Тогда существует единственное регулярное решение задачи 1.
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Об одной краевой задаче со смещением с операторами. . .

Заключение. Найдены достаточные условия однозначной разрешимо-
сти краевой задачи со смещением для неоднородного уравнения параболо-
гиперболического типа второго порядка с вырождающимся гиперболическим
оператором, когда в качестве граничного условия задана весовая линейная
комбинация с переменными коэффициентами производных дробного порядка
от значений искомой функции на независимых характеристиках.
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Задача с интегральным условием для одномерного
гиперболического уравнения

А. В. Богатов
Самарский национальный исследовательский университет
имени академика С. П. Королева,
Россия, 443086, Самара, ул. Московское шоссе, д. 34.

Аннотация
В статье рассматривается нелокальная задача с интегральным усло-

вием для одномерного гиперболического уравнения, возникающая при
исследовании колебаний стержня. Получены условия на входные дан-
ные, обеспечивающие однозначную разрешимость поставленной задачи,
проведено доказательство существования и единственности решения за-
дачи.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, нелокальная задача,
интегральные условия.

Введение. В статье изучается задача для одномерного гиперболического
уравнения с нелокальным интегральным условием первого рода.

Несмотря на то, что на сегодняшний день разработан не один метод ре-
шения нелокальных задач, мы воспользовались одним из самых универсаль-
ных – методом вспомогательных задач. Суть метода вспомогательных задач
в следующем: сначала решается задача с классическими (но неизвестными)
граничными условиями, а затем производится попытка поиска граничных
условий как решения операторного уравнения, полученного в результате при-
менения нелокального условия к решению вспомогательной задачи. Именно
этим методом, хотя он тогда еще не имел названия, доказана разрешимость
нелокальной задачи с интегральным условием для уравнения теплопроводно-
сти в статье Дж. Р. Кэннона [1]. Нелокальные задачи для дифференциальных
уравнений рассматривались многими авторами. Отметим здесь статьи [2–4],
и обратим внимание на список литературы в них. Заметим, что задачи с
интегральными условиями часто можно трактовать как задачи управления.
Задачам управления для уравнения колебания струны посвящен ряд статей
В. А. Ильина [5, 6].

В нашей статье рассматривается задача для одномерного гиперболическо-
го уравнения, возникающая при исследовании колебаний стержня.

Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу. В области 𝑄𝑇 =
= (0, 𝑙)× (0, 𝑇 ) найти решение уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)
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удовлетворяющее начальным данным

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0 (2)

и нелокальному условию∫︁ 𝑙

0
𝐾𝑖(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑔𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2). (3)

Стоит отметить, что (3) — операторное уравнение первого рода, которое
является некорректно поставленной задачей. Для ее решения необходимо
установить ограничения на ядро и правую часть.

Разрешимость задачи.
Теорема. Если 𝐾𝑖 ∈ 𝐶 ′[0, 𝑙], △ = 𝐾1(0)𝐾2(𝑙)−𝐾1(𝑙)𝐾2(0) ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐶 ′(𝑄̄𝑇 ),

при всех 𝑇 6 𝑙, то существует единственное решение 𝑢 ∈ 𝐶2(𝑄𝑇 ) ∩ 𝐶(𝑄̄𝑇 )
задачи (1)–(3).

Д о к а з ат е л ь ств о. На данный момент известен не один метод реше-
ния задач с нелокальными условиями, но мы применим метод вспомогатель-
ных задач, поскольку он применим в рамках поставленной задачи и является
одним из самых надежных методов.

В качестве вспомогательной задачи рассмотрим первую начально-краевую
задачу с неоднородными краевыми условиями

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡), 𝜇1(𝑡) ∈𝑊 2
2 (0, 𝑇 ), 𝜇𝑖(𝑡) = 𝜇′𝑖(𝑡), 𝑡 6 0. (4)

Будем искать ее решение в виде суммы 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡), где
𝑢0(𝑥, 𝑡)—решение задачи для однородного уравнения⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢0𝑡𝑡 − 𝑎2𝑢0𝑥𝑥 = 0,

𝑢0(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡),

𝑢0(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡),

𝑢0(𝑥, 0) = 0,

𝑢0𝑡 = 0,

(5)

a 𝑣(𝑥, 𝑡)—решение задачи⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣𝑡𝑡 − 𝑎2𝑣𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

𝑣(0, 𝑡) = 𝑣(𝑙, 𝑡) = 0,

𝑣(𝑥, 0) = 𝑣𝑡(𝑥, 0) = 0.

(6)

Для решения задачи (5) воспользуемся приемом, предложенным в ста-
тье [2]. Пусть функции 𝜇𝑖 ∈𝑊 2

2 (0, 𝑇 ), 𝜇𝑖(𝑡) = 0 при 𝑡 6 0.
Тогда решение задачи (5) можно представить следующим образом:

𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝜇1(𝑡− 𝑥) + 𝜇2(𝑡+ 𝑥− 𝑙) при 𝑇 6 𝑙.

16



Задача с интегральным условием для одномерного гиперболического уравнения

Для решения задачи (6) применим классический метод разделения пере-
менных, что приведет к представлению решения

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙
,

где

𝑉𝑛(𝑡) =
𝑙

𝜋𝑛𝑎

∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑛(𝜃) sin

𝜋𝑛

𝑙
(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏.

Тогда решение вспомогательной задачи (4) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜇1(𝑡− 𝑥) + 𝜇2(𝑡+ 𝑥− 𝑙) +

∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙
. (7)

Однако функции 𝜇𝑖(𝑡) нам не известны. Будем пытаться их найти, применив
к (7) интегральные условия (4).

В результате мы приходим к системе уравнений:∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝑥)𝜇1(𝑡− 𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝑥)𝜇2(𝑡+ 𝑥− 𝑙)𝑑𝑥+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡)

∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝑥) sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
= 𝑔1(𝑡),∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑥)𝜇1(𝑡− 𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑥)𝜇2(𝑡+ 𝑥− 𝑙)𝑑𝑥+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡)

∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑥) sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
= 𝑔2(𝑡).

(8)

Теперь нам нужно выяснить, найдутся ли функции, удовлетворяющие систе-
ме интегральных уравнений (8). При положительном ответе на этот вопрос,
формула (7) даст решение поставленной нелокальной задачи.

В (8) сделаем замену переменных, положив 𝜉 = 𝑡− 𝑥, 𝜉 = 𝑥+ 𝑡− 𝑙 в пер-
вых двух интегралах каждого уравнения. Тогда, учитывая свойства функции
𝜇𝑖(𝑡), получим ∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝑡− 𝜉)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝜉 − 𝑡+ 𝑙)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡)

∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝑥) sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥 = 𝑔1(𝑡),∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑡− 𝜉)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝜉 − 𝑡+ 𝑙)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉+

∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡)

∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑥) sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥 = 𝑔2(𝑡).

(9)
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Дифференцируя уравнения (9) по 𝑡, в силу условия теоремы получим
систему интегральных уравнений Вольтерра второго рода:

𝐾1(0)𝜇1(𝑡) +𝐾1(𝑙)𝜇2(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝐾 ′

1(𝑡− 𝜉)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉−

−
∫︁ 𝑡

0
𝐾 ′

1(𝜉 − 𝑡+ 𝑙)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑔1(𝑡),

𝐾2(0)𝜇1(𝑡) +𝐾2(𝑙)𝜇2(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝐾 ′

2(𝑡− 𝜉)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉−

−
∫︁ 𝑡

0
𝐾 ′

2(𝜉 − 𝑡+ 𝑙)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑔2(𝑡),

(10)

где

𝑔𝑖(𝑡) = 𝑔′𝑖(𝑡)−
∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡)

∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑥) sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥.

Так как по условию теоремы △ = 𝐾1(0)𝐾2(𝑙) − 𝐾1(𝑙)𝐾2(0) ̸= 0, то (10)
можно разрешить относительно 𝜇𝑖(𝑡):

𝜇1(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
ℵ11(𝜉, 𝑡)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑡

0
ℵ12(𝜉, 𝑡)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑔1(𝑡),

𝜇2(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
ℵ21(𝜉, 𝑡)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑡

0
ℵ22(𝜉, 𝑡)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑔2(𝑡),

(11)

где

𝐻11(𝜉, 𝑡) =
𝐾 ′

1(𝑡− 𝜉)𝐾2(𝑙)−𝐾 ′
2(𝑡− 𝜉)𝐾1(𝑙)

△
,

𝐻12(𝜉, 𝑡) =
𝐾 ′

2(𝑡− 𝜉)𝐾1(𝑙)−𝐾 ′
1(𝑡− 𝜉)𝐾2(𝑙)

△
,

𝐻21(𝜉, 𝑡) =
𝐾 ′

1(𝑡− 𝜉)𝐾2(𝑙)−𝐾 ′
2(𝑡− 𝜉)𝐾1(𝑙)

△
,

𝐻22(𝜉, 𝑡) =
𝐾1(𝑙)𝐾

′
2(𝑡− 𝜉)−𝐾2(𝑙)𝐾

′
1(𝑡− 𝜉)

△
,

𝐺1(𝑡) =
𝑔1(𝑡)𝐾2(𝑙)− 𝑔2(𝑡)𝐾1(𝑙)

△
,

𝐺2(𝑡) =
𝑔1(𝑡)𝐾2(𝑙)− 𝑔2(𝑡)𝐾1(𝑙)

△
.

В силу условий теоремы нетрудно убедиться в том, что 𝐻𝑖𝑗(𝜉, 𝑡) ограни-
чены, 𝐺𝑖(𝑡) интегрируемы на [0,T]. Тогда система (11) однозначно разреши-
ма [7]. �

Выводы. Итак, функции 𝜇𝑖(𝑡) однозначно определены из системы ин-
тегральных уравнений, что является следствием применения интегральных
условий. Тогда решение вспомогательной задачи с найденными функциями
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𝜇𝑖(𝑡) в качестве граничных условий представляет собой решение поставлен-
ной задачи.
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Задача с интегральными условиями второго рода
для одномерного гиперболического уравнения

А. В. Богатов
Самарский национальный исследовательский университет
имени академика С. П. Королева,
Россия, 443086, Самара, ул. Московское шоссе, д. 34.

Аннотация

В статье рассматривается нелокальная задача с интегральными усло-
виями второго рода для одномерного гиперболического уравнения, воз-
никающая при исследовании колебаний стержня. Получены условия на
входные данные, обеспечивающие однозначную разрешимость постав-
ленной задачи, проведено доказательство существования и единствен-
ности решения задачи.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, нелокальная задача,
интегральные условия.

В данный момент одним из интенсивно развивающихся направлений со-
временной теории дифференциальных уравнений являются задачи с нело-
кальными условиями. Отличительной особенностью нелокальных условий яв-
ляется то, что задаваемые условия связывают значения искомого решения
или его производных в различных точках границы и каких-либо внутрен-
них точках. Особый интерес представляют задачи с интегральными услови-
ями в силу того, что они являются обобщением локальных и дискретных
нелокальных условий. В случае невозможности измерений на границе об-
ласти протекания процесса возникают нелокальные интегральные условия.
Также, используя нелокальные интегральные условия, можно построить ма-
тематическую модель процесса неразрушающего контроля и, как следствие,
управлять, например, напряженно-деформированным состоянием. Следует
отметить, что стандартные методы решения дифференциальных уравнений
с частными производными неприменимы в случае задач с нелокальными
условиями в силу того, что область определения оператора, порождаемого
нелокальной задачей, как правило, не является плотной в 𝐿2, что, в свою
очередь, делает актуальной разработку методов исследования разрешимости
нелокальных задач.

Рассмотрим следующую задачу: в области 𝑄𝑇 = (0, 𝑙) × (0, 𝑇 ) найти ре-
шение уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)
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удовлетворяющее начальным данным

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑡) = 𝜓(𝑥), (2)

и нелокальным условиям

𝑢(0, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑔1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑔2(𝑡). (3)

Теорема. Если 𝐾𝑖 ∈ 𝐶 ′[0, 𝑙], △ = 𝐾1(0)𝐾2(𝑙)−𝐾1(𝑙)𝐾2(0) ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐶(𝑄̄𝑇 ),
при всех 𝑇 6 𝑙, то существует единственное решение 𝑢 ∈ 𝐶2(𝑄𝑇 ) ∩ 𝐶(𝑄̄𝑇 )
задачи (1)–(3)

Для доказательства воспользуемся методом вспомогательных задач.
В качестве вспомогательной задачи рассмотрим первую начально-крае-

вую задачу с неоднородными краевыми условиями

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡), 𝜇1(𝑡) ∈𝑊 2
2 (0, 𝑇 ), 𝜇𝑖(𝑡) = 𝜇′𝑖(𝑡) = 0, 𝑡 6 0.

Будем искать ее решение в виде суммы 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡), где
𝑣(𝑥, 𝑡)—решение задачи для однородного уравнения⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑣𝑡𝑡 − 𝑎2𝑣𝑥𝑥 = 0,
𝑣(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡),
𝑣(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡),
𝑣(𝑥, 0) = 0,
𝑣𝑡(𝑥, 0) = 0,

a 𝑤(𝑥, 𝑡)—решение задачи⎧⎪⎨⎪⎩
𝑤𝑡𝑡 − 𝑎2𝑤𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡),
𝑤(0, 𝑡) = 𝑤(𝑙, 𝑡) = 0,

𝑤(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),
𝑤𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥).

В [1] была рассмотрена задача с интегральным условием первого рода,
для доказательства разрешимости которой также был применен метод вспо-
могательных задач, и мы воспользуемся тем же приемом решения вспомога-
тельной задачи. В итоге получим:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜇1(𝑡− 𝑥) + 𝜇2(𝑡+ 𝑥− 𝑙) +

∞∑︁
𝑛=1

𝑉𝑛(𝑡) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙
. (4)

Применив к (4) интегральные условия (3), придем к системе интеграль-
ных уравнений:

𝜇1(𝑡) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾1(𝑥)

[︀
𝜇1(𝑡− 𝑥) + 𝜇2(𝑡+ 𝑥− 𝑙)

]︀
𝑑𝑥 = 𝑔1(𝑡),

𝜇2(𝑡) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾2(𝑥)

[︀
𝜇1(𝑡− 𝑥) + 𝜇2(𝑡+ 𝑥− 𝑙)

]︀
𝑑𝑥 = 𝑔2(𝑡).
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Введя замену интегрирования в первом интеграле 𝜉 = 𝑡 − 𝑥, а во втором
𝜉 = 𝑡+ 𝑥− 𝑙, получим:

𝜇1(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝐾1(𝑡− 𝜉)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑡

0
𝐾1(𝜉 − 𝑡+ 𝑙)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑔1(𝑡),

𝜇2(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝐾2(𝑡− 𝜉)𝜇1(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑡

0
𝐾2(𝜉 − 𝑡+ 𝑙)𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑔2(𝑡).

Теперь мы пришли к системе уравнений Вольтерра второго рода. Из усло-
вий теоремы легко видеть, что ядра интегральных уравнений ограничены
в основном квадрате, а правые части непрерывны. Известно [2], что суще-
ствует единственное решение, 𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡) этой системы . Но тогда решение
вспомогательной задачи с краевыми условиями 𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡) будет решением
поставленной нелокальной задачи.
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Об эллиптической задаче в тонком конусе
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Аннотация

Рассматривается эллиптическое псевдодифференциальное уравнение
в плоском секторе с дополнительным интегральным условием. Исполь-
зуя формулу для общего решения, изучен предельный случай, когда рас-
твор угла сектора стремится к нулю. В работе показано, что функция
в граничном условии не может быть произвольной, она должна удовле-
творять определенному функциональному сингулярному интегрально-
му уравнению.

Ключевые слова: интегральное условие, псевдодифференциальное урав-
нение, эллиптический оператор.

1. Эллиптические псевдодифференциальные уравнения в области с осо-
быми точками на границе были изучены в работе [1]. С учетом локального
принципа, рассмотрим модельное уравнение [2–4]

(𝐴𝑢)(𝑥) = 𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐶, (1)

где 𝐶 выпуклый конус в евклидовом пространстве R𝑚, 𝐴 представляет собой
псевдодифференциальный оператор,

(𝐴𝑢)(𝑥) =

∫︁
𝐶

∫︁
R𝑚

𝐴(𝜉)𝑒𝑖(𝑥−𝑦)·𝜉𝑢(𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦, 𝑥 ∈ 𝐶,

символ 𝐴(𝜉) которого удовлетворяет условию

𝑐1(1 + |𝜉|)𝛼 6 |𝐴(𝜉)| 6 𝑐2(1 + |𝜉|)𝛼.

Основная проблема заключается в получении условий однозначной разреши-
мости для уравнения (1) в соответствующих функциональных пространствах
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Об эллиптической задаче в тонком конусе

или условия обратимости для оператора 𝐴. Для описания таких условий бы-
ло введено [1] понятие волновой факторизации для эллиптического символа .
В данной работе рассматривается простой плоский случай, когда необходимо
добавочное условие для получения единственного решения.

2. Для двумерного случая при условии 1/2 < æ − 𝑠 < 3/2, где æ-индекс
волновой факторизации [1], 𝑠-показатель пространства Соболева— Слободец-
кого 𝐻𝑠

(︀
𝐶𝑎
+

)︀
[1, 5], 𝐶𝑎

+ = {𝑥 ∈ R2 : 𝑥2 > 𝑎|𝑥1|, 𝑎 > 0}. Пусть для простоты
𝑣 ≡ 0. Если символ 𝐴(𝜉) допускает волновую факторизацию [1], то можно
показать [4, 6] что общее решение уравнения (1) в пространстве Соболева—
Слободецкого 𝐻𝑠

(︀
𝐶𝑎
+

)︀
в образах Фурье имеет вид

𝑢̃(𝜉) =
𝑐0
(︀
𝜉1 + 𝑎𝜉2

)︀
+ 𝑐0

(︀
𝜉1 − 𝑎𝜉2

)︀
2𝐴 ̸=

(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀ +

+𝐴−1
̸=
(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀(︂
𝑣.𝑝.

𝑖

2𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝑐0(𝜂)𝑑𝜂

𝜉1 + 𝑎𝜉2 − 𝜂
− 𝑣.𝑝.

𝑖

2𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝑐0(𝜂)𝑑𝜂

𝜉1 − 𝑎𝜉2 − 𝜂

)︂
,

где 𝑐0 —произвольная функция из 𝐻𝑠−æ+1/2(R). Обозначим

𝑣.𝑝.
𝑖

𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝑐0(𝜂)𝑑𝜂

𝜉1 + 𝑎𝜉2 − 𝜂
≡ 𝑑0

(︀
𝜉1+𝑎𝜉2

)︀
, 𝑣.𝑝.

𝑖

𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝑐0(𝜂)𝑑𝜂

𝜉1 − 𝑎𝜉2 − 𝜂
≡ 𝑑0

(︀
𝜉1−𝑎𝜉2

)︀
.

(2)
Тогда получим

𝑢̃
(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀
=
𝑐0
(︀
𝜉1 + 𝑎𝜉2

)︀
+ 𝑐0

(︀
𝜉1 − 𝑎𝜉2

)︀
+ 𝑑0

(︀
𝜉1 + 𝑎𝜉2

)︀
− 𝑑0

(︀
𝜉1 − 𝑎𝜉2

)︀
2𝐴 ̸=

(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀ ≡

≡
𝑐
(︀
𝜉1 + 𝑎𝜉2

)︀
+ 𝑑
(︀
𝜉1 − 𝑎𝜉2

)︀
2𝐴 ̸=

(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀ , (3)

где 𝑐
(︀
𝜉1+𝑎𝜉2

)︀
≡ 𝑐0

(︀
𝜉1+𝑎𝜉2

)︀
+𝑑0

(︀
𝜉1+𝑎𝜉2

)︀
, 𝑑
(︀
𝜉1−𝑎𝜉2

)︀
≡ 𝑐0

(︀
𝜉1−𝑎𝜉2

)︀
−𝑑0

(︀
𝜉1−𝑎𝜉2

)︀
.

Предположим, что нам известен интеграл∫︁ +∞

−∞
𝑢
(︀
𝑥1, 𝑥2

)︀
𝑑𝑥2 ≡ 𝑔(𝑥1). (4)

Для преобразования Фурье это будет означать следующее: 𝑢̃(𝜉1, 0) = 𝑔(𝜉) и

согласно формуле (2) имеем
𝑐0
(︀
𝜉1
)︀

𝐴 ̸=
(︀
𝜉1, 0

)︀ = 𝑔
(︀
𝜉1
)︀
. Таким образом, по крайней

мере формально, мы можем найти функцию 𝑐0(𝜉1) = 𝐴 ̸=
(︀
𝜉1, 0

)︀
𝑔
(︀
𝜉1
)︀
и затем,

используя формулы (2), найти 𝑑0
(︀
𝜉1
)︀
. Следовательно, формула (3) дает нам

решение уравнения (1). Окончательно решение уравнения (1) при условии (4)
примет вид

𝑢̃
(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀
=
𝐴 ̸=
(︀
𝜉1 + 𝑎𝜉2, 0

)︀
𝑔
(︀
𝜉1 + 𝑎𝜉2

)︀
+𝐴 ̸=

(︀
𝜉1 − 𝑎𝜉2, 0

)︀
𝑔
(︀
𝜉1 − 𝑎𝜉2

)︀
2𝐴 ̸=

(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀ +
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1

2𝐴 ̸=
(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀𝑣.𝑝. 𝑖
𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝐴 ̸=(𝜂, 0)𝑔(𝜂)𝑑𝜂

𝜉1 + 𝑎𝜉2 − 𝜂
− 1

2𝐴 ̸=
(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀𝑣.𝑝. 𝑖
𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝐴 ̸=(𝜂, 0)𝑔(𝜂)𝑑𝜂

𝜉1 − 𝑎𝜉2 − 𝜂
.

Тогда, вводя обозначение 𝑎 ̸=
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀
≡ 𝐴 ̸=

(︂
𝑡1 + 𝑡2

2
,
𝑡1 − 𝑡2
2𝑎

)︂
, 𝑈̃(𝑡1, 𝑡2) ≡

≡ 𝑢̃

(︂
𝑡1 + 𝑡2

2
,
𝑡1 − 𝑡2
2𝑎

)︂
, можно записать

𝑈̃
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀
=
𝐴 ̸=
(︀
𝑡1, 0

)︀
𝑔
(︀
𝑡1
)︀
+𝐴 ̸=

(︀
𝑡2, 0

)︀
𝑔
(︀
𝑡2
)︀

2𝑎 ̸=
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀ +

+
1

2𝑎̸=
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀𝑣.𝑝. 𝑖
𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝐴̸=(𝜂, 0)𝑔(𝜂)𝑑𝜂

𝑡1 − 𝜂
− 1

2𝑎 ̸=
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀𝑣.𝑝. 𝑖
𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝐴 ̸=(𝜂, 0)𝑔(𝜂)𝑑𝜂

𝑡2 − 𝜂
.

Устремляя 𝑎→ +∞, обозначая𝐴 ̸=(𝑡, 0)𝑔(𝑡) ≡ 𝐺(𝑡) и lim
𝑎→+∞

𝑎 ̸=(𝑡1, 𝑡2) ≡ ℎ(𝑡1, 𝑡2),
получим следующее соотношение:

𝑢̃

(︂
𝑡1 + 𝑡2

2
, 0

)︂
= 𝑈̃

(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀
=
𝐴 ̸=
(︀
𝑡1, 0

)︀
𝑔
(︀
𝑡1
)︀
+𝐴 ̸=

(︀
𝑡2, 0

)︀
𝑔
(︀
𝑡2
)︀

2ℎ
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀ +

1

2ℎ
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀𝑣.𝑝. 𝑖
𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝐴 ̸=(𝜂, 0)𝑔(𝜂)𝑑𝜂

𝑡1 − 𝜂
− 1

2ℎ
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀𝑣.𝑝. 𝑖
𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝐴 ̸=(𝜂, 0)𝑔(𝜂)𝑑𝜂

𝑡2 − 𝜂
.

(5)

Окончательно, согласно условию (4), имеем

2ℎ
(︀
𝑡1, 𝑡2

)︀
𝑔

(︂
𝑡1 + 𝑡2

2

)︂
= 𝐺

(︀
𝑡1
)︀
+𝐺

(︀
𝑡2
)︀
+ (𝑆𝐺)

(︀
𝑡1
)︀
− (𝑆𝐺)

(︀
𝑡2
)︀
, (6)

где

(𝑆𝐺)(𝑡) = 𝑣.𝑝.
𝑖

𝜋

∫︁ +∞

−∞

𝐺(𝜂)𝑑𝜂

𝑡− 𝜂
.

3. Имеет место следующий результат.
Теорема. Если символ 𝐴

(︀
𝜉1, 𝜉2

)︀
допускает волновую факторизацию от-

носительно конуса 𝐶𝑎
+ при достаточно больших 𝑎, то предел (5) при

𝑎 → +∞ существует, краевая задача (1), (4) разрешима, если имеет ме-
сто условие (6).
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Условия диагонализации главной матрицы системы
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений
при построении асимптотического по параметру решения

Л. В. Воропаева
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

Объектом исследования являются системы обыкновенных линейных
дифференциальных уравнений первого порядка с параметром. Эффек-
тивное использование неособого срезающего преобразования упроща-
ет диагонализацию главной матрицы системы без изменения её вида
с целью построения асимптотического по параметру решения. Найдены
условия на степень параметра срезающего преобразования при возмож-
ных конструкциях нильпотентной главной матрицы системы и осталь-
ных матриц, участвующих в асимптотическом разложении.

Ключевые слова: системы обыкновенных линейных дифференциаль-
ных уравнений, асимптотическое решение, неособое срезающее преобра-
зование матрицы, диагонализация матрицы, нильпотентная матрица.

Введение. Разложение решений краевых задач для многомерных само-
сопряжённых дифференциальных операторов по собственным вектор-функ-
циям приводит к исследованию систем обыкновенных дифференциальных
уравнений вида

𝜀ℎ𝑧′ (𝑥) = 𝐴 (𝑥, 𝜀) 𝑧 (𝑥) , (1)

где 𝑧(𝑥)— 𝑛-мерный вектор, 𝐴(𝑥, 𝜀) = 𝐴(0)(𝑥)+
∑︀
𝑖61

𝐴(𝑖)(𝑥)𝜀𝑖 —квадратная мат-

рица из 𝑛-мерного комплексного пространства, 0 < 𝜀 ≪ 1— величина, об-
ратная номеру собственного вектора дифференциального оператора краевой
задачи, ℎ > 0.

Построение формальных асимптотических решений по малому параметру
𝜀 и доказательство их асимптотической устойчивости связано с расщеплени-
ем пространства решений системы (1) на конечное число подпространств, со-
ответствующих кратным собственным значениям главной матрицы системы
𝐴(0) [1]. В процессе преобразований может оказаться, что новая 𝐴(0) являет-
ся нильпотентной и имеет вид 𝐽(0) =

[︀
𝐽𝑛1(0), 𝐽𝑛2(0), . . . , 𝐽𝑛𝑙

(0)
]︀
, 𝑛1 > 𝑛2 >

𝑛3 > . . . > 𝑛𝑙, где 𝐽𝑛𝑘
(0) =

(︀
𝛾𝑖,𝑗
)︀
—жорданова клетка порядка 1 6 𝑛𝑙 6 𝑛,
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Условия диагонализации главной матрицы . . .

𝛾𝑖,𝑗 = {1, 𝑗 = 𝑖+1; 0, 𝑗 ̸= 𝑖+1},
𝑙∑︀

𝑖=1
𝑛𝑖 = 𝑛. Тогда основной проблемой является

поиск преобразования, позволяющего редуцировать нильпотентную главную
матрицу к матрице, в лучшем случае диагонализируемой в некотором базисе.

1. Неособое срезающее преобразование. Пусть 𝐶 =
𝑛−1∑︀

𝑖=−(𝑛−1)

𝐶(𝑖) —

матрица, отличная от нулевой,

𝐶

(︀
−(𝑛−1)

)︀
=

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
𝑐𝑛,1 0 0 . . . 0

⎤⎥⎥⎥⎦, 𝐶

(︀
−(𝑛−2)

)︀
=

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

𝑐𝑛−1,1 0 0 . . . 0
0 𝑐𝑛,2 0 . . . 0

⎤⎥⎥⎥⎦,

. . . , 𝐶(−1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . . 0
𝑐2,1 . . . . . . . . . . . .
0 𝑐3,2 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 𝑐𝑛,𝑛−1 0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐶(𝑛−1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . . 𝑐1,𝑛
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0

⎤⎥⎥⎥⎦.

Необходимо определить условия, при которых с помощью неособого фор-
мального срезающего преобразования [3, 4]

𝐿 (𝜀) = diag [1, 𝜀𝜌, 𝜀2𝜌, . . . , 𝜀(𝑛−1)𝜌] (2)

можно привести матрицу 𝐽(0) + 𝜀𝑚𝐶, 𝑚 > 0 к виду 𝜀𝜌Λ+ 𝜀𝑚
𝑛−1∑︀

𝑖=−(𝑛−1)

𝜀𝑖𝜌𝐶(𝑖),

где Λ ∼ diag [𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛], 𝜆𝑖 ̸= 𝜆𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.
В дальнейшем будем полагать

𝐶(−(𝑛−1)) = 𝐶

(︀
−(𝑛−2)

)︀
= · · · = 𝐶

(︀
−(𝑛−(𝑗−1))

)︀
= 0, 𝐶

(︀
−(𝑛−𝑗)

)︀
̸= 0, 𝑗 = 1, 𝑛− 1.

При 𝜌 =
𝑚

𝑛− (𝑗 − 1)
результат «срезки» 𝐽(0) + 𝜀𝑚𝐶 очевиден:

𝐿−1(𝜀)
(︀
𝐽(0) + 𝜀𝑚𝐶

)︀
𝐿(𝜀) =

= 𝜀
𝑚

𝑛−(𝑗−1)
(︀
𝐽(0) + 𝐶

(︀
−(𝑛−𝑗)

)︀)︀
+

𝑛−1∑︁
𝑖=−
(︀
𝑛−(𝑗+1)

)︀ 𝜀𝑚
(︁
1+

𝑖
𝑛−(𝑗−1)

)︁
𝐶(𝑖). (3)

2. Условия диагонализации. Диагонализация матрицы 𝐽(0)+𝐶

(︀
−(𝑛−𝑗)

)︀
в (3) зависит от кратности корней её минимального многочлена [2]. Исходя из
этого факта, здесь сформулированы конкретные условия на структуру 𝐽(0)

и элементы матрицы 𝐶

(︀
−(𝑛−𝑗)

)︀
, а также степень 𝜌 параметра срезающего

преобразования (2).
Теорема 1. Если 𝐶(−(𝑛−1)) = 𝐶(−(𝑛−2)) = · · · = 𝐶(−(𝑛−(𝑗−1))) = 0,

𝐶(−(𝑛−𝑗)) ̸= 0, 𝑗 = 1, 𝑛− 1, 𝜌 =
𝑚

𝑛− (𝑗 − 1)
, det

(︀
𝐽 (0) + 𝐶(𝑛−𝑗)

)︀
= 0, но
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сумма главных миноров порядка 𝑛 − 1, 𝑀𝑛−1

(︀
𝐽 (0) + 𝐶(𝑛−𝑗)

)︀
̸= 0, то суще-

ствует базис, в котором 𝐽 (0)+𝐶(−(𝑛−𝑗)) приводится к диагональному виду
diag [0, 𝜁2, 𝜁3, . . . 𝜁𝑛], где значение 0 и 𝜁𝑖 ̸= 𝜁𝑙 ̸= 0— собственные значения
матрицы 𝐽 , 𝑙 = 2, 𝑛.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 и для 𝑛 > 2𝑘 + 1, 𝑘 = 2, 3, . . . , если
выполнено одно из условий:
(𝑎) 𝐽 (0) = [𝐽𝑛−𝑘 (0) , 𝐽1, (0) , . . . 𝐽1 (0)⏟  ⏞  

𝑘

], 𝑀𝑛−1

(︀
𝐽 (0) + 𝐶(−(𝑛−𝑗))

)︀
=

= 𝑐𝑛−𝑘,1 ̸= 0;
(𝑏) 𝐽 (0) = [𝐽𝑛−(𝑘−1) (0) , 𝐽1 (0) , . . . 𝐽1 (0)⏟  ⏞  

𝑘−1

], 𝑀𝑛−1

(︀
𝐽 (0) + 𝐶(−(𝑛−𝑗))

)︀
=

= 𝑐𝑛−(𝑘−1),2 + 𝑐𝑛−𝑘,1 ̸= 0;
то 𝐽 (0) + 𝐶(−(𝑛−𝑗)) ∼ diag [0, 𝜁2, 𝜁3, . . . 𝜁𝑛].

Теорема 3. Если выполнено одно из условий:
(𝑎) 𝐽 (0) = 𝐽2𝑘 (0), 𝐶(−(𝑛−1)) = 𝐶(−(𝑛−2)) = · · · = 𝐶(−2) = 0, 𝐶(−1) ̸= 0,

𝜌 =
𝑚

2
, det

(︀
𝐽2𝑘 (0) + 𝐶(−1)

)︀
=

𝑘∏︀
𝑖=1

(−1)𝑖 𝑐2𝑖,2𝑖−1 ̸= 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ;

(𝑏) 𝐽 (0) = 𝐽2𝑘 (0), 𝐶(−(𝑛−1)) = 𝐶(−(𝑘−2)) = · · · = 𝐶(𝑘−2) = 0, 𝐶(𝑘−1) ̸= 0,
𝜌 =

𝑚

𝑘
, det

(︀
𝐽2𝑘 (0) + 𝐶(−(𝑛−1))

)︀
= 𝑐𝑘,1𝑐2𝑘,𝑘+1 ̸= 0, 𝑘 = 2, 3, . . . ;

(𝑐) 𝐽 (0) = 𝐽𝑛 (0), 𝐶(−(𝑛−1)) ̸= 0, 𝜌 =
𝑚

𝑛
,

det
(︀
𝐽𝑛 (0) + 𝐶(−(𝑛−1))

)︀
= 𝑐𝑛−1,𝑛 ̸= 0, 𝑛 = 2, 3, . . . ;

то 𝐽 (0)+𝐶(−(𝑛−𝑗)) ∼ diag [𝜁1, 𝜁2, . . . 𝜁𝑛], 𝜁𝑖 ̸= 𝜁𝑙 — собственные значения мат-
рицы 𝐽 , 𝑙 = 1, 𝑛.

Заключение. Применение неособого срезающего преобразования к си-
стеме (1) с учётом условий, сформулированных в п.2, даёт возможность эф-
фективной диагонализации главной матрицы системы (1) для построения ее
асиптитического решения.
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Abstract

The object of research is the system of ordinary linear differential equa-
tions of the first order with the parameter. The effective use of a non-singular
shear transformation simplifies the diagonalization of the main matrix of the
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Индефинитная задача Штурма—Лиувилля

А. А. Гималтдинова
Уфимский государственный нефтяной технический университет,
Россия, 450062, Уфа, Космонавтов, 1.

Аннотация
Изучена спектральная задача для обыкновенного дифференциально-

го уравнения второго порядка на конечном отрезке со знакопеременным
коэффициентом. На концах отрезка заданы краевые условия второго
рода, во внутренней точке заданы условия сопряжения по функции и
первой производной. Найдены собственные значения и соответствующая
система корневых функций. Получено утверждение о полноте соответ-
ствующей биортогональной системы функций.

Ключевые слова: индефинитная задача, собственные значения, соб-
ственные и присоединенные функции, полнота.

Введение. Исследуем спектральную задачу для уравнения

𝑋 ′′ + 𝑑 · sgn𝑥 ·𝑋 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 0) ∪ (0, ℎ), 𝑙, ℎ > 0, 𝑑 = 𝜇2 ∈ 𝐶, (1)

с условиями сопряжения

𝑋(0− 0) = 𝑋(0 + 0), 𝑋 ′(0− 0) = 𝑋 ′(0 + 0)

и граничными условиями второго рода

𝑋 ′(−𝑙) = 𝑋 ′(ℎ) = 0. (2)

Близкие задачи рассматривались в работах [1, 2].
1. Нахождение собственных значений и корневых функций. Соб-

ственными функциями задачи (1), (2) являются корни трансцендентного урав-
нения

tg(𝜇ℎ) = th(𝜇𝑙). (3)

Лемма. Уравнение (3) имеет счетное множество корней, состоящее из
𝜇0 = 0, попарно противоположных действительных чисел ±𝜇(1)𝑘 и попарно
противоположных чисто мнимых чисел ±𝑖𝜇(2)𝑘 , где

𝜇
(1)
𝑘 =

1

ℎ

(︁𝜋
4
+ 𝜋𝑘 − 𝜀𝑘

)︁
, 𝜇

(2)
𝑘 =

1

𝑙

(︁𝜋
4
+ 𝜋𝑘 − 𝜀𝑘

)︁
, 𝜀𝑘 = 𝑂(𝑒−2𝑙𝜋𝑘/ℎ).

Образец для цитирования
Ги мал т д и н о в а А. А. Индефинитная задача Штурма—Лиувилля / Материалы XI Все-
российской научной конференции с международным участием «Математическое моде-
лирование и краевые задачи» (27–30 мая 2019 г., Самара, Россия). Т. 2. Самара: СамГТУ,
2019. С. 32–34.
Сведения об авторе
Альфира Авкалевна Гималтдинова http://orcid.org/0000-0001-7535-213X
кандидат физико-математических наук, доцент; доцент; каф. математики;
e-mail: aa-gimaltdinova@mail.ru

32

http://orcid.org/0000-0001-7535-213X
http://orcid.org/0000-0001-7535-213X
mailto:aa-gimaltdinova@mail.ru


Индефинитная задача Штурма—Лиувилля

Соответствующие собственные функции имеют вид: 𝑋0(𝑥) = 1,

𝑋
(1)
𝑘 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
cos[𝜇

(1)
𝑘 (𝑥− ℎ)]

cos(𝜇
(1)
𝑘 ℎ)

, 0 < 𝑥 < ℎ,

ch[𝜇
(1)
𝑘 (𝑥+ 𝑙)]

ch(𝜇
(1)
𝑘 𝑙)

, −𝑙 < 𝑥 < 0,

𝑋
(2)
𝑘 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ch[𝜇

(2)
𝑘 (𝑥− ℎ)]

ch(𝜇
(2)
𝑘 ℎ)

, 0 < 𝑥 < ℎ,

cos[𝜇
(2)
𝑘 (𝑥+ 𝑙)]

cos(𝜇
(2)
𝑘 𝑙)

, −𝑙 < 𝑥 < 0.

В случае 𝑙 = ℎ к системе собственных функций добавляется единственная
присоединенная функция, соответствующая значению 𝜇0 = 0 :

𝑋01(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥2

2
− 𝑙𝑥, 0 < 𝑥 < 𝑙,

−𝑥
2

2
− 𝑙𝑥, −𝑙 < 𝑥 < 0,

а в случае 𝑙 ̸= ℎ задача не имеет присоединенных функций.

2. Сопряженная задача. Так как система
{︀
𝑋0(𝑥), 𝑋01(𝑥), 𝑋

(1)
𝑘 (𝑥),

𝑋
(2)
𝑘 (𝑥)

}︀
не ортогональна в 𝐿2[−𝑙, 𝑙] (соответственно система

{︀
𝑋0(𝑥), 𝑋

(1)
𝑘 (𝑥),

𝑋
(2)
𝑘 (𝑥)

}︀
не ортогональна в 𝐿2[−𝑙, ℎ]), то рассмотрим задачу, сопряженную к

(1), (2):
𝑍 ′′ + 𝑑 · sgn𝑥 · 𝑍 = 0,

𝑍(0− 0) = −𝑍(0 + 0), 𝑍 ′(0− 0) = −𝑍 ′(0 + 0), 𝑍 ′(−𝑙) = 𝑍 ′(ℎ) = 0.

Получим
𝑍0(𝑥) = sgn𝑥, 𝑍

(1)
𝑘 (𝑥) = sgn𝑥 ·𝑋(1)

𝑘 (𝑥),

𝑍
(2)
𝑘 (𝑥) = sgn𝑥 ·𝑋(2)

𝑘 (𝑥), 𝑍01(𝑥) = sgn𝑥 · 𝑍01(𝑥).

Системы {𝑋0, 𝑋01, 𝑋
(1)
𝑘 , 𝑋

(2)
𝑘 } и {𝑍01, 𝑍0, 𝑍

(1)
𝑘 , 𝑍

(2)
𝑘 } являются биортого-

нально сопряженными (или, по-другому: система {𝑋0, 𝑋01, 𝑋
(1)
𝑘 , 𝑋

(2)
𝑘 } орто-

гональна с весом sgn𝑥).
Теорема. Каждая из систем {𝑋0, 𝑋01, 𝑋

(1)
𝑘 , 𝑋

(2)
𝑘 } и {𝑍01, 𝑍0, 𝑍

(1)
𝑘 , 𝑍

(2)
𝑘 }

полна в пространстве 𝐿2[−𝑙, 𝑙] (или в 𝐿2[−𝑙, ℎ] соответственно без присо-
единенных функций).

Доказательство аналогично [3].
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Об одной нелокальной задаче для уравнения IV порядка

А. В. Дюжева
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

В статье рассматривается нелокальная задача с интегральным усло-
вием для уравнения соболевского типа. Постановка задачи содержит
нелокальное граничное условие I рода. Доказана возможность эквива-
лентного перехода от условия I рода к условию II рода. Доказано су-
ществование единственного обобщенного решения поставленной задачи.
Для доказательства используются свойства пространства Соболева, по-
лученные априорные оценки и метод Галеркина.

Ключевые слова: уравнения соболевского типа, нелокальные гранич-
ные условия, интегральные условия I рода, псевдогиперболическое урав-
нение, уравнение Рэлея–Бишопа.

Введение. В статье рассматривается нелокальная задача для уравнения
четвертого порядка. В уравнении присутствует как доминирующая смешан-
ная производная, так и производная четвертого порядка по пространственной
переменной. Уравнения соболевского типа с производной по времени второго
порядка в литературе принято относить к псевдогиперболическим уравнени-
ям [1]. В механике рассмотренное уравнение принято называть уравнением
Рэлея—Бишопа. Постановка задачи содержит нелокальные граничные усло-
вия. Список литературы по этому вопросу приведен в [2]. Интегральные усло-
вия возникают, когда граница области протекания процесса недоступна для
непосредственных измерений, и условия описываются через поведение ре-
шения во внутренних точках области. Получены условия на коэффициенты
уравнения и входные данные, гарантирующие существование единственного
решения поставленной задачи

1. Постановка задачи. В ограниченной области 𝑄𝑇 = (0, 𝑙)× (0, 𝑇 ) рас-
смотрим следующую задачу: найти решение уравнения

𝑢𝑡𝑡 + (𝑎(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 − (𝑏(𝑥)𝑢𝑥𝑡𝑡)𝑥 + (𝑑(𝑥)𝑢𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝑐(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

удовлетворяющее начальным условиям

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, (2)
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и граничным условиям

𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝐾1𝑢𝑑𝑥, 𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝐾2𝑢𝑑𝑥, (3)

𝑑(𝑙)𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡)− 𝑏(𝑙)𝑢𝑥𝑡𝑡(𝑙, 𝑡) = 0, (4)∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑑𝑥 = 0. (5)

Условие (5) является интегральным условием первого рода. Метод решения
задач с такими условиями предполагает переход от условий первого рода к
условиям второго рода. Для этого воспользуемся приемом из [2]. Получим

𝑑(0)𝑢𝑥𝑥𝑥(0, 𝑡)− 𝑏(0)𝑢𝑥𝑡𝑡(0, 𝑡) + 𝑎(0)𝑢𝑥(0, 𝑡) =

= 𝑎(𝑙)𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑑′(𝑙)𝐾2 − 𝑑′(0)𝐾1 − 𝑐

]︀
𝑢+ 𝑓𝑑𝑥. (6)

Следовательно, решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (5), удо-
влетворяет и условию (6). Покажем, что из условия (6) следует выполнение
условия (5). Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (1), условиям (2), (3) и
(6). Проинтегрируем (1) по (0, 𝑙) и, учитывая (6), получим∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0.

Равенство является обыкновенным дифференциальным уравнением относи-
тельно функции ∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0.

Условия согласования получаем из начальных условий∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 0)𝑑𝑥 = 0,

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑡(𝑥, 0)𝑑𝑥 = 0.

В силу единственности решения задачи Коши относительно функции
∫︀ 𝑙
0 𝑢𝑑𝑥,

убеждаемся в выполнении условия (5).
Таким образом, условия (5) и (6) эквивалентны, поэтому вместо задачи

(1)–(5) будем рассматривать задачу (1)–(3), (6).
Обозначим

𝑊 (𝑄𝑇 ) =
{︀
𝑢(𝑥, 𝑡) : 𝑢 ∈𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ), 𝑢𝑥 ∈𝑊 1
2 (𝑄𝑇 )

}︀
,

𝑊̂ (𝑄𝑇 ) =
{︀
𝑣(𝑥, 𝑡) : 𝑣 ∈𝑊 (𝑄𝑇 ), 𝑣(𝑥, 𝑇 ) = 0

Следуя известной процедуре [3], получим равенство:∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0

(︀
− 𝑢𝑡𝑣𝑡 + 𝑎𝑢𝑥𝑣𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑡𝑣𝑥𝑡 + 𝑑𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑐𝑢𝑣

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑡−
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−
∫︁ 𝑇

0
𝑎(𝑙)𝑢𝑥(𝑙, 𝑡)[𝑣(𝑙, 𝑡)− 𝑣(0, 𝑡)]𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑑′(𝑙)

∫︁ 𝑙

0
𝐾2𝑢𝑑𝑥𝑣(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑑′(𝑙)𝐾2 − 2𝑑′(0)𝐾1 − 𝑐

]︀
𝑢𝑑𝑥𝑣(0, 𝑡)𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑇

0
𝑑(𝑙)

∫︁ 𝑙

0
𝐾2𝑢𝑑𝑥𝑣𝑥(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑑(0)

∫︁ 𝑙

0
𝐾1𝑢𝑑𝑥𝑣𝑥(0, 𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑣(0, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡. (7)

Определение. Обобщенным решением задачи (1)–(3), (6) будем называть
функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈𝑊

(︀
𝑄𝑇

)︀
, удовлетворяющую начальным данным (2) и тож-

деству (7) для любой функции 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊̂ 1
2 (𝑄𝑇 ).

2. Разрешимость задачи.
Теорема. Пусть выполняются условия

𝐻1. 𝑓 ∈ 𝐿2

(︀
𝑄𝑇

)︀
, 𝑎, 𝑏,𝐾𝑖 ∈ 𝐶1[0, 𝑙], 𝑐 ∈ 𝐶1

(︀
𝑄𝑇

)︀
, 𝑑 ∈ 𝐶2[0, 𝑙];

𝐻2. 𝑎(𝑥) > 𝑎0 >
2

𝑙
𝑑(𝑙), 𝑏(𝑥) > 𝑏0 > 0, 𝑑(𝑥) > 𝑑0 > 2𝑙𝑑(𝑙),

1

𝑘2𝑙
> 𝑑(𝑙) > 0.

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1)–(3), (6).
Д о к а з ат е л ь ств о. Заметим, что в силу условий теоремы найдутся

числа 𝑐0 и 𝑘𝑖 такие, что

max
[0,𝑙]

|𝐾1(𝑥)| 6 𝑘1, max
[0,𝑙]

|𝐾2(𝑥)| 6 𝑘2, max
𝑄𝑇

|𝑐(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐0.

Единственность. Предположим, что существует два различных обобщен-
ных решения, 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡) задачи (1)-(3), (6). Тогда 𝑢 = 𝑢1−𝑢2 —решение
соответствующей однородной задачи.

Положим в тождестве, соответствующему однородной задачи (1)–(3), (6),

𝑣(𝑥, 𝑡) =

⎧⎨⎩
∫︁ 𝑡

𝜏
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝜂, 0 6 𝑡 6 𝜏 ,

0, 𝜏 6 𝑡 6 𝑇 .

Выбранная таким образом функция принадлежит пространству 𝑊̂ (𝑄𝑇 ). За-
метим, что 𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡).

Используя неравенства Коши, Коши—Буняковского, неравенства из [4],
имеем

𝑣2(𝑧𝑖, 𝑡) 6 2𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑣2𝑥𝑑𝑥+

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑣2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥, и 𝑣2(𝑥, 𝑡) 6 𝜏

∫︁ 𝜏

0
𝑣2𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡.

Введем функцию

𝑤(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑢𝑥(𝑥, 𝜂)𝑑𝜂,
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которая позволяет получить следующее равенство: 𝑣𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝜏)−𝑤(𝑥, 𝑡),
𝑣𝑥(𝑥, 0) = 𝑤(𝑥, 𝜏). Так как функция

𝑤𝑥 =

∫︁ 𝑡

0
𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝜂)𝑑𝜂,

то 𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑥(𝑥, 𝜏)− 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑥(𝑥, 0) = 𝑤(𝑥, 𝜏). Тогда получим∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑣2𝑡 + 𝑎𝑤2 + 𝑏𝑣2𝑥𝑡 + 𝑑𝑤2

𝑥 + 𝑣
]︀
𝑑𝑥 6 𝐶1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑣2𝑥𝑡 + 𝑣2 + 𝑣2𝑡

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 2𝐶1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑤2 + 𝑤2

𝑥

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝐶1(2𝜏 + 1)𝜏

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑤2 + 𝑤2

𝑥

]︀
𝑑𝑥.

Пользуясь произволом, выберем 𝜏 так, чтобы

𝑎0 − 𝐶1 − 2𝐶1𝜏 >
𝑎0
2

и 𝑑0 − 𝐶1 − 2𝐶1𝜏 >
𝑑0
2
.

Пусть 𝜈 = min
{︀
𝑎0
2 ,

𝑑0
2

}︀
. Тогда для 𝜏 ∈

[︀
0, 𝜈

4𝐶1

]︀
будет справедливо неравенство∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑣2𝑡 + 𝑤2 + 𝑣2𝑥𝑡 + 𝑤2

𝑥 + 𝑣2
]︀
𝑑𝑥 6 𝐾

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑣2𝑡 + 𝑤2 + 𝑣2𝑥𝑡 + 𝑤2

𝑥 + 𝑣2
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡,

где 𝑚0 = min
{︀
1, 𝜈, 𝑏0

}︀
, 𝐾 = 𝐶1

𝑚0
. Применение к последнему неравенству лем-

мы Гронуолла приводит к равенству 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 для ∀𝑡 ∈
[︀
0, 𝜈

4𝐶1

]︀
. Повто-

ряя рассуждения для 𝑡 ∈
[︀

𝜈
4𝐶1

, 𝜈
2𝐶1

]︀
, убедимся, что и на этом промежутке

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. Продолжив этот процесс, в конечное число шагов получим, что
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 на всем промежутке [0, 𝑇 ]. Итак, при условиях теоремы существует
не более одного решения поставленной задачи.

Существование. Будем искать приближенное решение (1)–(3), (6) в виде

𝑢𝑚(𝑥, 𝑡) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑡)𝑤𝑘(𝑥),

где {𝑤𝑘(𝑥)}∞1 —линейно независимая и полная в 𝑊 2
2 (0, 𝑙) система функций,

в которой 𝑤𝑘(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙]. Дополнительно потребуем, чтобы (𝑤𝑘, 𝑤𝑙)𝐿2 = 𝛿𝑘𝑙.
Это условие не ограничивает общности, но упрощает выкладки. Получим

𝑚∑︁
𝑘=1

[︀
𝐴𝑗𝑘𝑑

′′
𝑗 +𝐵𝑗𝑘𝑑𝑘(𝑡)

]︀
= 𝑓𝑗 , (8)

где 𝐴𝑘𝑗(𝑡), 𝐵𝑘𝑗(𝑡), 𝑓𝑗(𝑡) выписываются, как обычно. Добавив начальные усло-
вия

𝑑𝑗(0) = 0; 𝑑′𝑗(0) = 0, (9)

получаем задачу Коши для системы (8). Использовав выражение для коэф-
фициентов 𝐴𝑘𝑗 и изменив порядок суммирования и интегрирования, получим

𝑞 =

∫︁ 𝑙

0

[︀
|𝜉|2 + 𝑏(𝑥, 𝑡)|∇𝜉|2

]︀
𝑑𝑥 > 0,
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где 𝜉 =
∑︀𝑚

𝑘=1𝑤𝑘𝜉𝑘. Таким образом, 𝑞 > 0. Следовательно, система (8) раз-
решима относительно старших производных. Так как из условий теоремы
следует ограниченность ее коэффициентов и принадлежность правой части
пространству 𝐿2(𝑄), то задача Коши (8), (9) разрешима и 𝑑′′(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ).

Итак, в силу разрешимости задачи (8), (9) последовательность прибли-
женных решений задачи (1)–(3), (6) построена.

Априорные оценки Умножим (8) на 𝑑′𝑗(𝑡), просуммируем по 𝑗 от 1 до 𝑚 и
проинтегрируем полученное равенство по 𝑡 от 0 до 𝜏 . Интегрируя по частям,
учитывая начальные условия и условия теоремы и применяя те же неравен-
ства, что и при доказательстве единственности, получим∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡 )2 + (𝑢𝑚𝑥 )2 + (𝑢𝑚𝑥𝑡)

2 + (𝑢𝑚𝑥𝑥)
2 + (𝑢𝑚)2

]︀
𝑑𝑥 6

6𝑀1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︁(︀
𝑢𝑚𝑥
)︀2

+
(︀
𝑢𝑚𝑥𝑡
)︀2
𝑑𝑥𝑑𝑡+

(︀
𝑢𝑚𝑥𝑥
)︀2

+
(︀
𝑢𝑚
)︀2

+
(︀
𝑢𝑚𝑡
)︀2]︁

𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝑀2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡,

где𝑀1,𝑀2 зависят от 𝑎0, 𝑑(𝑙), 𝑏0, 𝑑0, 𝑘2, 1, 0. В силу условий теоремы функция∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡 ограничена. Пусть она ограничена каким-то числом 𝑘. Тогда

после интегрирования по 𝜏 от 0 до 𝑇 , из предыдущей оценки следует⃒⃒
|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)

⃒⃒
|2𝑊 (𝑄𝑡)

6 𝐶. (10)

Так как пространство𝑊 (𝑄𝑇 ) гильбертово, то оценка (10) позволяет утвер-
ждать, что из построенной последовательности приближенных решений{︀
𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)

}︀
можно выделить слабо сходящуюся в норме 𝑊

(︀
𝑄𝑇

)︀
подпоследо-

вательность, за которой сохраним прежнее обозначение.
На заключительном этапе по обычной схеме показывается, что предел

последовательности приближенных решений удовлетворяет тождеству (7). �
Заключение. Доказано существование единственного обобщенного ре-

шения поставленной задачи.
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Задача Дирихле для уравнения смешанного типа второго
рода с характеристическим вырождением

И. П. Егорова
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244

Аннотация

В работе рассмотрена краевая задача для уравнения смешанного ти-
па второго рода в прямоугольной области с характеристическим вырож-
дением. Доказаны существование и единственность решения задачи. Ре-
шения построены в виде суммы рядов и установлены достаточные усло-
вия сходимости рядов в соответствующих классах решений заданного
уравнения.

Ключевые слова: уравнения смешанного типа, условия периодично-
сти, спектральный метод, ряд, единственность, существование.

Уравнение смешанного типа второго рода

𝑢𝑥𝑥 + (sgn 𝑦)|𝑦|𝑠𝑢𝑦𝑦 = 0,

где 0 < 𝑠 < 1 рассмотрим в прямоугольной области

𝐷 = {(𝑥, 𝑦)| 0 < 𝑥 < 𝑙, −𝛼 < 𝑦 < 𝛽}.

Задача. При 0 < 𝑠 < 1 требуется найти в области 𝐷 функцию 𝑢(𝑥, 𝑦),
которая удовлетворяет следующим условиям:

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1
(︀
𝐷
)︀
∩ 𝐶2

(︀
𝐷+ ∪𝐷−

)︀
; (1)

𝐿𝑢 ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷+ ∪𝐷−; (2)
𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(1, 𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝑢𝑥(1, 𝑦), −𝛼 6 𝑦 6 𝛽; (3)

𝑢(𝑥, 𝛽) = 𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥,−𝛼) = 𝑔(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)

где 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)— заданные достаточно гладкие функции, для которых 𝑓(0) =
= 𝑓(𝑙), 𝑔(0) = 𝑔(𝑙), 𝑓 ′(0) = 𝑓 ′(𝑙), 𝑔′(0) = 𝑔′(𝑙).

Ранее задача Дирихле была рассмотрена в работах [1–3] для уравнений
смешанного типа с вырождением первого и второго рода. В работе К. Б. Са-
битова и О. Г. Сидоренко [4] была впервые исследована краевая задача с
условиями (3) для уравнений смешанного типа первого рода в прямоугольной

Образец для цитирования
Ег о р о в а И. П. Задача Дирихле для уравнения смешанного типа второго рода с характе-
ристическим вырождением / Материалы XI Всероссийской научной конференции с меж-
дународным участием «Математическое моделирование и краевые задачи» (27–30 мая
2019 г., Самара, Россия). Т. 2. Самара: СамГТУ, 2019. С. 41–43.
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Ирина Петровна Егорова кандидат физико-математических наук, доцент; доцент; каф.
высшей математики; e-mail: ira.egorova81@yandex.ru
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области. Методом спектральных разложений установлен критерий единствен-
ности решения. При этом решение построено в виде суммы ряда по системе
собственных функций соответствующей одномерной спектральной задачи.

Вывод. Следуя [1,4], в данной работе доказан критерий единственности,
а искомая функция формально построена в виде суммы ряда по собственным
функциям соответствующей одномерной спектральной задачи.

Решение задачи определено в виде суммы ряда Фурье:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1√
𝑙
𝑢0(𝑦) +

√︂
2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) cos𝜆𝑘𝑥+

√︂
2

𝑙

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑦) sin𝜆𝑘𝑥,

где

𝑢𝑘(𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑓𝑘
√
𝛼𝑦𝛿𝑘(𝛼, 𝑦) + 𝑔𝑘

√
𝛽𝑦𝐸𝑘(𝑦, 𝛽)

𝛿𝑘(𝛼, 𝛽)
√
𝛼𝛽

, 𝑦 > 0,

𝑓𝑘
√
−𝛼𝑦𝐹𝑘(𝛼,−𝑦) + 𝑔𝑘

√
−𝛽𝑦𝛿𝑘(−𝑦, 𝛽)

𝛿𝑘(𝛼, 𝛽)
√
𝛼𝛽

, 𝑦 < 0,

𝑣𝑘(𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
̃︀𝑓𝑘√𝛼𝑦 𝛿𝑘(𝛼, 𝑦) + ̃︀𝑔𝑘√𝛽𝑦𝐸𝑘(𝑦, 𝛽)

𝛿𝑘(𝛼, 𝛽)
√
𝛼𝛽

, 𝑦 > 0,̃︀𝑓𝑘√−𝛼𝑦𝐹𝑘(𝛼,−𝑦) + ̃︀𝑔𝑘√−𝛽𝑦𝛿𝑘(−𝑦, 𝛽)
𝛿𝑘(𝛼, 𝛽)

√
𝛼𝛽

, 𝑦 < 0,

𝑢0(𝑦) =
𝑓0 − 𝑔0
𝛼+ 𝛽

𝑦 +
𝛼𝑓0 + 𝛽𝑔0
𝛼+ 𝛽

, −𝛼 6 𝑦 6 𝛽,

𝛿𝑘(𝛼, 𝑦) = 𝐽 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝛼

𝑞)𝐾 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝑦

𝑞) + 𝑌 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝛼

𝑞)𝐼 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝑦

𝑞),

𝐸𝑘(𝑦, 𝛽) = 𝐼 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝛽

𝑞)𝐾 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝑦

𝑞)− 𝐼 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝑦

𝑞)𝐾 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝛽

𝑞),

𝐹𝑘(𝛼,−𝑦) = 𝑌 1
2𝑞
(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)𝐽 1

2𝑞
(𝑝𝑘𝛼

𝑞)− 𝑌 1
2𝑞
(𝑝𝑘𝛼

𝑞)𝐽 1
2𝑞
(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞),

𝛿𝑘(−𝑦, 𝛽) = 𝐽 1
2𝑞
(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)𝐾 1

2𝑞
(𝑝𝑘𝛽

𝑞) + 𝑌 1
2𝑞
(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)𝐼 1

2𝑞
(𝑝𝑘𝛽

𝑞).

Доказан критерий единственности.
Теорема. Если решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (1)–(4) существует, то оно един-

ственно тогда и только тогда, когда 𝛿𝑘(𝛼, 𝛽) ̸= 0 при всех 𝑘 ∈ N.
Доказана сходимость рядов в указанных классах решений данного урав-

нения [5].
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Математическое моделирование осциллятора Дуффинга
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Аннотация
В работе проведено исследование математической модели дробного

осциллятора Дуффинга с производной переменного дробного порядка.
Рассматривались два различных определения производной дробного пе-
ременного порядка. Далее модель решалась с использованием конечно-
разностных схем, а с помощью правила Рунге были получены оценки их
вычислительной точности. Построены осциллограммы и фазовые тра-
ектории. Показано, что оба определения производной переменного дроб-
ного порядка дают практически одинаковые результаты.

Ключевые слова: дробный осциллятор Дуффинга, дробная производ-
ная Римана—Лиувилля, фазовые траектории, правило Рунге.

Введение. Математическое моделирование дробных осцилляторов имеет
важное практическое значение в различных областях знаний [1]. В моногра-
фии [2] были исследованы некоторые нелинейные дробные осцилляторы с
производными Римана—Лиувилля дробных постоянных порядков. С помо-
щью аппроксимации дробных производных разностными аналогами Грюн-
вальда—Летникова строиласть явная конечно-разностная схемя для расчета
осциллограмм и фазовых траекторий.

В настоящей работе рассматривается дробный осциллятор Дуффинга с
производной переменного дробного порядка в диссипативном члене, который
несколько отличается от рассмотренного в работе [3].

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу Коши для сме-
щения 𝑥(𝑡) ∈ 𝐶2(0, 𝑇 ) [3]:

𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝛼𝜕

𝑞(𝑡)
0𝑡 𝑥(𝜏)− 𝑥(𝑡) + 𝑥3(𝑡) = 𝛿 cos(𝜔𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥̇(0) = 𝑦0, (1)
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Математическое моделирование осциллятора Дуффинга. . .

здесь 𝜕𝑞(𝑡)0𝑡 𝑥(𝜏) =
𝑑

𝑑𝑡

𝑡∫︀
0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏

Γ(1− 𝑞(𝜏))(𝑡− 𝜏)𝑞(𝜏)
—производная переменного дроб-

ного порядка 0 < 𝑞(𝑡) < 1 , 𝑎 > 0—коэффициент трения, 𝛿 и 𝜔— амплитуда
и частота внешнего периодического воздействия, 𝑥0 и 𝑦0 — заданные констан-
ты,которые определяют начальное состояние колебательной системы.

2. Результаты моделирования. Далее в работе были проведены ана-
логичные исследования, что и в статье авторов [3], построена и исследована
явная конечно-разностная схема. Согласно полученной схеме были рассчи-
таны и исследованы осциллограммы и фазовые траектории (см. рисунок и
таблицу).

Фазовые трактории, полученные: а — согласно работе [3], б — согласно численному решению
задачи Коши (1)

Погрешность 𝜀 и вычислительная точность 𝛼 конечно-разностных схем. Порядок
дробной производной изменяется по закону 𝑞(𝑡) = 0.05 sin2(𝜔𝑡)

𝑁 𝜀 [3] 𝛼 [3] 𝜀 (1) 𝛼 (1)
10 0.0049613245 1.771213865 0.0049613352 1.771213145
20 0.0025097923 1.623136606 0.0025097880 1.623137071
40 0.0012615702 1.523358642 0.0012615218 1.523367397
80 0.0006323386 1.451395719 0.0006322009 1.451438631
160 0.0003163909 1.354656124 0.0003160913 1.355224490
320 0.0000784740 1.255693035 0.0001573969 1.23842142
640 0.0000383609 1.1749645385 0.0000774286 1.152456726
1280 0.0000177434 1.098639585 0.0000365405 1.068092150
2560 0.0000069468 1.024556725 0.0000149002 1.011064154
5120 0.0000034734 1.006586925 0.0000053825 1.009746554

Из таблицы видно, что для обеих схем при увеличении количества рас-
четных узлов 𝑁 в два раза погрешность уменьшается в два раза, а вычис-
лительная точность стремиться к единице. Это подтверждает тот факт, что
порядок аппроксимации для обеих схем равен единице. На рисунке приведены
фазовые траектории, построенные по обеим схемам. Видно, что траектории
похожи.

3. Заключение. В работе найдено численное решение задачи (1) и по-
строены фазовые траектории по аналогии с работой [3]. С помощью правила
Рунге построена таблица погрешностей и вычислительной точности для схе-
мы из работы [3] и новой схемы для решения задаци Коши (1). Обе схемы
дают практически одинаковый результат. Дальнейшее развитие работы мо-
жет заключатся в исследовании хаотических и регулярных режимов дробного
осциллятора Дуффинга по аналогии с работой [4].
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Abstract

In this paper, a mathematical model of a fractional Duffing oscillator with
a derivative of a variable fractional order has been studied. Two different
definitions of the derivative of a fractional variable order were considered.
Further, the model was solved using finite-difference schemes, and using
the Runge rule, estimates of their computational accuracy were obtained.
Oscillograms and phase trajectories are constructed. It is shown that both
definitions of the derivative of a variable fractional order give almost identical
results.
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О решении аналога задачи А. А. Дезина для уравнения
смешанного типа методом функции Грина
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Аннотация

Для неоднородного уравнения параболо-гиперболического типа вто-
рого порядка рассматривается аналог задачи А. А. Дезина с неодно-
родными нелокальными краевыми условиями. В работе доказаны един-
ственность и существование решения исследуемой задачи. Решение вы-
писано в явном виде методом функции Грина.

Ключевые слова: аналог задачи Дезина, уравнение параболо-гипер-
болического типа, нелокальные краевые условия.

Введение. В своей монографии А. М. Нахушев [1, с. 18] приводит фор-
мулировки нелокальных краевых условий по терминологии А. А. Дезина [2].

Упомянутая задача оставалась долгие годы не исследованной до появ-
ления работы З. А. Нахушевой [3], посвящённой задаче А. А. Дезина для
уравнения Лаврентьева—Бицадзе

(sgn 𝑦)𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)𝐻(𝑦),

где 𝐻(𝑦)—функция Хевисайда.
Дальнейшие исследования задачи Дезина для уравнения Лаврентьева—

Бицадзе продолжились в работах К. Б. Сабитова, В. А. Гущиной (Новико-
вой) [4–6].

Аналог задачи А. А. Дезина для уравнения смешанного параболо-гипер-
болического типа

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
− 𝜕1+𝐻(−𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦1+𝐻(−𝑦)
= 𝑓(𝑥, 𝑦)𝐻(𝑦)

был сформулирован в монографии З. А. Нахушевой [7, с. 174]. Доказана од-
нозначная разрешимость аналога задачи А. А. Дезина в области

{(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, −𝑟 < 𝑦 < 𝛽}.

Там же исследован вопрос о спектре однородной задачи.
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Постановка задачи. Пусть Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, −𝛼 < 𝑦 < 𝛽}—
область евклидовой плоскости точек (𝑥, 𝑦); Ω+ = Ω ∩ {𝑦 : 𝑦 > 0}; Ω− =
Ω ∩ {𝑦 : 𝑦 < 0}; 𝐼 = Ω ∩ {𝑦 : 𝑦 = 0}; 𝑟, 𝛼 = 𝑛0𝑟, 𝛽 — вещественные поло-
жительные числа; 𝑛0 —фиксированное натуральное число. Обозначим через
𝐶𝑘
𝑥(Ω) пространство функций 𝑓(𝑥, 𝑦) таких, что 𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω).
Задача 1. В области Ω найти решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения

𝑓(𝑥, 𝑦) =

{︂
𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)− 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦), 𝑦 > 0,

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)− 𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0,

из класса 𝐶
(︀
Ω
)︀
∩ 𝐶1(Ω) ∩ 𝐶2

𝑥(Ω) ∩ 𝐶2
𝑦 (Ω

−), удовлетворяющее условиям

𝑢(0, 𝑦)− 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦)− 𝑢𝑥(𝑟, 𝑦) = 𝜓(𝑦), − 𝛼 6 𝑦 6 𝛽,

𝑢𝑦(𝑥, −𝛼) = 𝜆𝑢(𝑥, 0), 0 6 𝑥 6 𝑟,

где 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶
(︁
Ω
+
)︁
∩ 𝐶1

(︁
Ω
−
)︁
∩ 𝐶2

𝑥(Ω
−), 𝜙(𝑦), 𝜓(𝑦) ∈ 𝐶3[−𝛼, 0] ∩ 𝐶1[0, 𝛽]—

заданные вещественные функции.
Заключение. В данной работе методом функции Грина выписано ре-

шение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи 21 и доказана теорема однозначной разрешимости при
𝜆 ̸= −

(︀
2𝜋𝑘
𝑟

)︀2 ∀𝑘 ∈ Z. Полученные результаты обобщают ранее полученные
в [8, 9] результаты исследований.
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Аннотация

Для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа изу-
чаются нелокальные обратные задачи в прямоугольной области. В этих
задачах помимо самого решения требуется найти еще и неизвестные
множители в правой части. Доказаны критерии единственности. Реше-
ния формально построены в виде сумм рядов по системам собственных
и присоединенных функций. Получены условия на граничные данные
и коэффициенты уравнения, при которых доказаны леммы об отделен-
ности от нуля малых знаменателей коэффициентов формально постро-
енных рядов, и теоремы существования решения.

Ключевые слова: нелокальная задача, обратная задача, оператор Лав-
рентьева—Бицадзе, спектральный метод, единственность, малые знаме-
натели, существование.

Для уравнения эллиптико-гиперболического типа

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑥𝑥 + sgn 𝑦 · 𝑢𝑦𝑦 − 𝑏𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

{︂
𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑦), 𝑦 > 0,
𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑦), 𝑦 < 0,

(1)

в прямоугольной области 𝐷 = {(𝑥, 𝑦)| 0 < 𝑥 < 𝑙, −𝛼 < 𝑦 < 𝛽}, где 𝑙, 𝛼,
𝛽 > 0—данные действительные постоянные, 𝑏—некоторое заданное действи-
тельное число, 𝑔1(𝑦), 𝑔2(𝑦)—известные функции, поставим нелокальные об-
ратные задачи.

Задача 1. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥), удовлетворяющие
условиям:

𝑢 ∈ 𝐶1
(︀
𝐷
)︀
∩ 𝐶2

(︀
𝐷− ∪𝐷+

)︀
; 𝑓𝑖(𝑥) ∈ 𝐶(0, 𝑙) ∩ 𝐿1[0, 𝑙], 𝑖 = 1, 2; (2)

𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷− ∪𝐷+; (3)
𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑙, 𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, −𝛼 6 𝑦 6 𝛽; (4)

𝑢(𝑥, 𝛽) = 𝜙(𝑥), 𝑢(𝑥,−𝛼) = 𝜓(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥,−𝛼) = 𝜓1(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙. (5)
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Задача 2. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥), удовлетворяющие усло-
виям (2)–(5) и

𝑢𝑦(𝑥,−𝛽) = 𝜙1(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙. (6)

В задачах 1 и 2 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝜙1(𝑥), 𝜓1(𝑥)— заданные достаточно гладкие
функции, 𝜙(0) = 𝜙(𝑙), 𝜓(0) = 𝜓(𝑙), 𝜙′(0) = 𝜓′(0) = 0, 𝐷+ = 𝐷∩{𝑦 > 0}, 𝐷− =
𝐷 ∩ {𝑦 < 0}.

Нелокальные обратные задачи по определению правой части уравнения
(1), когда 𝑔1(𝑦) = 𝑔2(𝑦) ≡ 1, изучались в работах [1, 2]. Локальная обратная
задача для уравнения (1) с 𝑔1(𝑦) ̸= 1 и 𝑔2(𝑦) ̸= 1 рассматривалась в работе [3].

В данной работе рассматриваются задачи 1, 2 при 𝑔1(𝑦) ̸= 1 и 𝑔2(𝑦) ̸= 1.
Для обеих обратных задач доказаны критерии единственности их решений.
Само решение и неизвестные сомножители построены в виде сумм биортого-
нальных рядов. Если выполнено одно из следующих условий:

а)
min |𝑔1(𝜂)|
2𝑔2(0)

ch𝜆1𝛽 − 1√
ch 2𝜆1𝛽

> 1;

б)
min |𝑔1(𝜂)|
𝑔2(0)

ch𝜆1𝛽 − 1√
ch 2𝜆1𝛽

+
1√
2
> 1 при 𝑔1(𝜂) < 0;

в)
min |𝑔1(𝜂)|
2𝑔2(0)

ch𝜆1𝛽 − 1√
ch 2𝜆1𝛽

− ch𝜆1𝛽√
ch 2𝜆1𝛽

> 1 при 𝑔1(𝜂) > 0,

где 𝜆1 = 𝜋/𝑙, 𝜂 ∈ (0;𝛽), то для любых 𝛼 > 0, 𝑙 > 0 в задаче 1 получена оценка
для малого знаменателя, благодаря которой он получается отделенным от ну-
ля с необходимой асимптотикой. При нарушении условий а) – в), когда число̃︀𝛼 = 𝛼𝜃/𝑙, где 𝜃 некоторое число из интервала (0, 𝑙), является рациональным,
установлена аналогичная оценка малого знаменателя. Эти оценки позволили
обосновать сходимость построенных рядов в классах (2).

В задаче 2 в связи с увеличением количества неизвестных функций в по-
становке задачи добавляется еще одно дополнительное условие (6), что суще-
ственно усложняет задачу и возникают трудности с обоснованием существо-
вания решения задачи (2)–(6). Получены следующие результаты. В случае,
когда 𝑏 = 0, если 1) ̃︀𝜉 = 𝜉

𝑙 , 𝜉 = 𝛼𝜃 (0 < 𝜃 < 1)—рациональное, то задача имеет
не единственное решение; 2) ̃︀𝜉 —число с неограниченными элементами, тогда
не существует решения задачи 2 в виде сумм рядов; 3) ̃︀𝜉 —любое алгебра-
ическое число степени 𝑛 > 2, 𝛽 > 𝛽0, то существует единственное решение
задачи (2)–(6).

В случае 𝑏 ̸= 0 найдены значения 𝜉, при которых нарушается единствен-
ность решения. Кроме этого, для ̃︀𝜉 натуральных, рациональных или любых
алгебраических чисел степени 𝑛 = 2 получены оценки знаменателя коэффи-
циентов построенных рядов, из которых следует, что решение задачи 2 либо
существует единственное, либо существует, но нарушается единственность.

Благодарность. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований. Проект № 16-31-00421.
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Аннотация
Методом интегральных уравнений оказаны существование и един-

ственность решения задачи Дарбу. Построено решение задачи Дарбу в
терминах функции типа Римана–Адамара.

Ключевые слова: уравнение Бианки, задача Дарбу, функция Римана–
Адамара.

В теории гиперболических уравнений хорошо известен метод Римана, ко-
торым могут быть построены формулы решений задач Коши и Гурса. Для
задачи Дарбу на плоскости роль функции Римана играет функция Римана—
Адамара. Задача Дарбу для гиперболического уравнения второго порядка на
плоскости имеет многочисленные приложения [1].

Уравнением Бианки четвертого порядка называют уравнение

𝑢𝑥𝑦𝑧𝑡 + 𝑎1110𝑢𝑥𝑦𝑧 + 𝑎1101𝑢𝑥𝑦𝑡 + 𝑎1011𝑢𝑥𝑧𝑡 + 𝑎0111𝑢𝑦𝑧𝑡+

+ 𝑎1100𝑢𝑥𝑦 + 𝑎1010𝑢𝑥𝑧 + 𝑎1001𝑢𝑥𝑡 + 𝑎0110𝑢𝑦𝑧 + 𝑎0101𝑢𝑦𝑡 + 𝑎0011𝑢𝑧𝑡+

+ 𝑎1000𝑢𝑥 + 𝑎0100𝑢𝑦 + 𝑎0010𝑢𝑧 + 𝑎0001𝑢𝑡 + 𝑎0000𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡). (1)

Коэффициенты уравнения (1) зависят от (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).
Пусть 𝐷— область, ограниченная плоскостями 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑦0 > 0,

𝑧 = 0, 𝑧 = 𝑧0 > 0, 𝑡 = 𝑥, 𝑡 = 𝑡0 > 0. Обозначим через 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑆 грани 𝐷 при
𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑡 = 𝑥 соответственно.

Задача Дарбу. В области 𝐷 найти регулярное решение уравнения (1),
удовлетворяющее граничным условиям:

𝑢|𝑋 = 𝜙1(𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢|𝑌 = 𝜙2(𝑥, 𝑧, 𝑡),
𝑢|𝑍 = 𝜙2(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑢|𝑆 = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜙1(𝑦, 0, 𝑡) = 𝜙3(0, 𝑦, 𝑡), 𝜙1(0, 𝑧, 𝑡) = 𝜙2(0, 𝑧, 𝑡),
𝜙2(𝑥, 0, 𝑡) = 𝜙3(𝑥, 0, 𝑡), 𝜙1(𝑦, 𝑧, 0) = 𝜓(0, 𝑦, 𝑧),
𝜙2(𝑥, 𝑧, 𝑥) = 𝜓(𝑥, 0, 𝑧), 𝜙3(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝜓(𝑥, 𝑦, 0),

𝜙1 ∈ 𝐶(1,1,1)(𝑋), 𝜙2 ∈ 𝐶(1,1,1)(𝑌 ),
𝜙3 ∈ 𝐶(1,1,1)(𝑍), 𝜓 ∈ 𝐶(1,1,1)(𝑆).

(2)
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Доказаны существование и единственность решения задачи Дарбу (1), (2).
Построена формула, дающая решение задачи Дарбу в явном виде в терми-

нах функции, которую естественно назвать функцией Римана—Адамара для
уравнения Бианки четвертого порядка. Аналогичный результат для уравне-
ния Бианки третьего порядка был получен в [2].
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Аннотация
Доказаны существование и единственность решения для одного клас-

са систем интегральных уравнений с частными интегралами. Рассмат-
риваемый в статье класс интегральных уравнений характеризуется тем,
что уравнения содержат интегралы как с переменными, так и с посто-
янными верхними пределами интегрирования. Сформулирована задача
с граничными условиями на пяти сторонах характеристического парал-
лелепипеда для системы уравнений с доминирующими производными
второго порядка. Путем сведения задачи к системе уравнений с частны-
ми интегралами, опираясь на полученные результаты, доказаны суще-
ствование и единственность решения задачи.

Ключевые слова: интегральное уравнение с частными интегралами,
задача с условиями на характеристиках.

Здесь рассмотрен один класс интегральных уравнений с частными инте-
гралами, то есть уравнений, содержащих неизвестную функцию нескольких
переменных под интегралами различной кратности [1–3].

Рассмотрим уравнение

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)−

−
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥0
𝑘

𝑛−1∑︁
𝑙=0

∑︁
𝑄𝑘

𝑙,𝑛

∫︁ 𝑥1
𝑞1

𝑥0
𝑞1

. . .

∫︁ 𝑥1
𝑞𝑙

𝑥0
𝑞𝑙

𝐾𝑘𝑞1...𝑞𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝛼𝑞1 , . . . , 𝛼𝑞𝑙 , 𝛼𝑞𝑘)×

× 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)|𝑥𝑘=𝛼𝑘
|𝑥𝑞1=𝛼𝑞1

. . . |𝑥𝑞𝑙
=𝛼𝑞𝑙

×
× 𝑑𝛼𝑞𝑙 . . . 𝑑𝛼𝑞1𝑑𝛼𝑘 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (1)

𝑄𝑘
𝑙,𝑛 = {(𝑞1, . . . , 𝑞𝑙) | 1 6 𝑞1 < . . . < 𝑞𝑙 6 𝑛,

𝑞𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, . . . , 𝑛}, 1 6 𝑖 6 𝑙}.
Здесь (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ Ω, Ω = [𝑥01, 𝑥

1
1] × · · · × [𝑥0𝑛, 𝑥

1
𝑛], 𝑥01 < 𝑥11,. . . , 𝑥0𝑛 < 𝑥1𝑛,

𝑤 = colon(𝑤1, . . . , 𝑤𝑚), 𝐹 = colon(𝑓1, . . . , 𝑓𝑚), 𝐾𝜔 — матричные функции раз-
мерности 𝑚×𝑚. Коэффициенты и правая часть уравнения (1) непрерывны
в соответствующих замкнутых областях.
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Теорема. Если в уравнении (1) все коэффициенты 𝐾𝜔 и правая часть
𝐹 непрерывны в соответствующих замкнутых параллелотопах изменения
своих переменных, то в параллелотопе Ω существует единственное непре-
рывное решение 𝑤

(︀
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛

)︀
этого уравнения.

Укажем на одно приложение теоремы. Рассмотрим систему дифференци-
альных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑥𝑥 = 𝑎1(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑥 + 𝑏1(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑤𝑥 + 𝑐1(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢+
+𝑑1(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣 + 𝑒1(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑤 + 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑣𝑦𝑦 = 𝑎2(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢𝑦 + 𝑏2(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑤𝑦 + 𝑐2(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢+
+𝑑2(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣 + 𝑒2(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑤 + 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑤𝑧𝑧 = 𝑎3(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢𝑧 + 𝑏3(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑧 + 𝑐3(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢+
+𝑑3(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣 + 𝑒3(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑤 + 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧).

(2)

Считаем, что в замыкании рассматриваемой области 𝐷 пространства (𝑥, 𝑦, 𝑧)
выполняются включения 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐶2, 𝑐𝑖, 𝑑𝑖, 𝑒𝑖, 𝑓𝑖 ∈ 𝐶1, 𝑖 = 1, 3. Решение
системы (2) класса 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐶1(𝐷), 𝑢𝑥𝑥, 𝑣𝑦𝑦, 𝑤𝑧𝑧 ∈ 𝐶(𝐷) назовем регулярным
в 𝐷.

В параллелепипеде 𝐺 = {𝑥0 < 𝑥 < 𝑥1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1, 𝑧0 < 𝑧 < 𝑧1}, рас-
смотрим задачу с граничными условиями на пяти его сторонах 𝑋, 𝑌 , 𝑍,
𝑋1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥 = 𝑥1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1, 𝑧0 < 𝑧 < 𝑧1}, 𝑌1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑦 = 𝑦1, 𝑥0 <
𝑥 < 𝑥1, 𝑧0 < 𝑧 < 𝑧1}.

Задача. Найти в 𝐺 регулярное решение (2), удовлетворяющее условиям

𝑢(𝑥0, 𝑦, 𝑧) = 𝜙1(𝑦, 𝑧), (𝑢𝑥 − 𝑎1𝑣 − 𝑏1𝑤)(𝑥1, 𝑦, 𝑧) = 𝜒1(𝑦, 𝑧),
𝑣(𝑥, 𝑦0, 𝑧) = 𝜙2(𝑥, 𝑧), (𝑣𝑦 − 𝑎2𝑢− 𝑏2𝑤)(𝑥, 𝑦1, 𝑧) = 𝜒2(𝑥, 𝑧),
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧0) = 𝜙3(𝑥, 𝑦), (𝑤𝑧 − 𝑎3𝑢− 𝑏3𝑣)(𝑥, 𝑦, 𝑧0) = 𝜓3(𝑥, 𝑦),

𝜙1(𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶1(𝑋), 𝜒1(𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶1(𝑋1), 𝜙2(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶1(𝑌 ), 𝜒2(𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶1(𝑌 1),
𝜙3(𝑥, 𝑦), 𝜓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(𝑍).

Опираясь на теорему доказаны существование и единственность решения
задачи.
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The existence and uniqueness of the solution for one class of systems
of integral equations with partial integrals are proved. The class of inte-
gral equations considered in the article is characterized by the fact that
the equations contain integrals with both variables and constant upper lim-
its of integration. The problem with boundary conditions on five sides of
the characteristic parallelepiped for one system of equations with dominant
derivatives of the second order is formulated. By reducing the problem to
a system of equations with partial integrals, based on the our results, the
existence and uniqueness of the solution of the problem are proved.
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Аннотация
Изучается поведение осциллирующих решений дифференциальных

уравнений с запаздывающим аргументом первого порядка. Решения та-
ких уравнений обладают особыми свойствами, которые отсутствуют у
соответствующих дифференциальных уравнений без отклонения аргу-
мента. Получены оценки для решений нелинейного дифференциального
уравнения с запаздыванием.

Ключевые слова: уравнение с запаздывающим аргументом, интеграл
Стилтьеса.

В данной работе изучается поведение колеблющихся решений дифферен-
циальных уравнений первого порядка с запаздыванием со степенной нели-
нейностью. Решения таких уравнений обладают специфическими свойства-
ми, какими не обладают соответствующие дифференциальные уравнения без
отклонений аргумента [1].

Рассматривается уравнение

𝑦′(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝑦𝛼(𝑥− 𝑠)𝑑𝑟(𝑥, 𝑠) (𝐴 6 𝑥 <∞), (1)

где число 𝛼 > 0, (−1)𝛼 = −1. Интегрирование ведется по 𝑠 при фиксиро-
ванном 𝑥, интеграл понимается в смысле Стилтьеса. Ядро 𝑟(𝑥, 𝑠) определено
при 𝑥 ∈ [𝐴,∞), 𝑠 ∈ [0,∞) и обеспечивает существование и единственность
решения 𝑦(𝑥) уравнения (1) на [𝐴,∞) при начальном условии 𝑦(𝑥) = 𝜙(𝑥),
𝑥 ∈ (−∞, 𝐴], где 𝜙(𝑥) — непрерывная на (−∞, 𝐴] функция (используются
обозначения, введенные в [1, §6]). Так будет, например, если ядро 𝑟(𝑥, 𝑠) удо-
влетворяет условиям, налагаемым на ядра в [1, §1].

Верхнюю грань тех 𝑠, для которых 𝑟(𝑥, 𝑠) ̸= 𝑟(𝑥,∞), обозначим через
Δ(𝑥). Пусть

Δ0 = sup
[𝐴,∞)

Δ(𝑥), 𝑀0 = sup
[𝐴,∞)

∞⋁︁
𝑠=0

𝑟(𝑥, 𝑠),
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Φ0 = sup
(−∞,𝐴]

|𝜙(𝑥)| <∞, 0 < Δ0 <∞, 0 < 𝑀0 <∞.

Если 𝑦(𝑥)—колеблющееся решение уравнения (1), ядро 𝑟(𝑥, 𝑠) не убывает
по переменной 𝑠 при каждом фиксированном 𝑥 и (−1)𝛼 = −1, то на любом
отрезке длины Δ0 оно по крайней мере один раз меняет знак.

Теорема. Пусть ядро 𝑟(𝑥, 𝑠) является неубывающей функцией 𝑠 при каж-
дом фиксированном 𝑥, 𝛼 > 1, Δ0𝑀0Φ

𝛼−1
0 6 1 и 𝑦(𝑥)— колеблющееся решение

уравнения (1). Тогда

|𝑦(𝑥)| 6
(︂
Δ0𝑀0

2

)︂ 1
1−𝛼

(︃(︂
Δ0𝑀0

2

)︂ 1
𝛼−1

Φ0

)︃𝛼
𝑥−𝐴−Δ0

2Δ0

(𝐴 6 𝑥 <∞).

Таким образом, колеблющиеся решения затухают, если

𝛼 > 1, Δ0𝑀0Φ
𝛼−1
0 6 1.

Пусть теперь 0 < 𝛼 < 1. В этом случае при Δ0𝑀0 < 2 можно доказать
ограниченность решения 𝑦(𝑥) уравнения (1) на [𝐴,∞), если оно меняет знак
на любом отрезке длины Δ0. Следует подчеркнуть, что это свойство имеет
место и для немонотонного ядра 𝑟(𝑥, 𝑠), удовлетворяющего условиям, нала-
гаемым на ядра в [1, §1].

Теорема. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 𝜙(𝐴) = 0,

Δ0𝑀0 < 2

и решение 𝑦(𝑥) (𝐴 6 𝑥 < 𝐵) меняет знак на любом отрезке [𝑎, 𝑎 + Δ0],
𝐴 6 𝑎 6 𝑎+Δ0, 𝐵 −𝐴 > 2Δ0. Тогда
1) max

[𝐴,𝐴+Δ0]
|𝑦(𝑥)| 6 Δ0𝑀0

2 Φ𝛼
0 < Φ0 при Φ0 > 1,

2) max
[𝐴,𝐴+Δ0]

|𝑦(𝑥)| < Δ0𝑀0
2 при Φ0 < 1.

Отметим, что уравнение (1) с монотонным ядром рассматривалось в [2],
а с немонотонным ядром— в [3].
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

О структуре нелокальных краевых условий,
индуцируемых спектром матрицы в системе уравнений
Бицадзе—Лыкова, и корректности нелокальных аналогов
задачи Коши—Гурса

Е. Н. Огородников, Е. Ю. Арланова
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация
Рассмотрена система 𝑛 вырождающихся гиперболических в полу-

плоскости переменных 𝑥 и 𝑦 уравнений типа уравнения Бицадзе—Лыко-
ва с кратными характеристиками. Отмечено влияние спектра матрич-
ного коэффициента при младщей производной на корректность поста-
новок задачи Коши—Гурса. На примере матрицы простой структуры,
спектр которой принадлежит отрезку [−1, 1], показано, что в задачах
Коши—Гурса с данными на любой граничной характеристике области
существования решения задачи Коши отсутствует единственность ре-
шения. В этих условиях рассмотрены простейшие нелокальные аналоги
задачи Коши—Гурса с условиями типа Бицадзе—Самарского. Обосно-
вана их корректность.

Ключевые слова: системы вырождающихся гиперболических уравне-
ний с кратными характеристиками,системы уравнений типа Бицадзе—
Лыкова, задача Коши—Гурса, нелокальные краевые задачи, условия ти-
па Бицадзе—Самарского, дробное исчисление, специальные функции.

Систему дифференциальных уравнений

𝑦2u𝑥𝑥 − u𝑦𝑦 +𝐴u𝑥 = 0, (1)

где u(𝑥, 𝑦) = (𝑢1;𝑢2; . . . ;𝑢𝑛)
𝑇 — вектор искомых функций, 𝐴—постоянная

числовая [𝑛× 𝑛]-матрица простой структуры, спектр которой Λ(𝐴) ⊂ [−1, 1],
рассмотрим в области Ω =

{︁
(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥− 𝑦2

2 < 𝑥+ 𝑦2

2 < 1
}︁
.

В ряде публикаций с участием авторов настоящей работы (см. библ. спи-
сок в [1, 2]) система дифференциальных уравнений (1) с инволютивной мат-
рицей 𝐴 приводилась как пример системы уравнений, для которой в задачах

Образец для цитирования
Ог ор о д н и к о в Е. Н., А рл а н о в а Е. Ю. О структуре нелокальных краевых условий,
индуцируемых спектром матрицы в системе уравнений Бицадзе—Лыкова, и корректно-
сти нелокальных аналогов задачи Коши—Гурса / Материалы XI Всероссийской научной
конференции с международным участием «Математическое моделирование и краевые за-
дачи» (27–30 мая 2019 г., Самара, Россия). Т. 2. Самара: СамГТУ, 2019. С. 61–66.
Сведения об авторах
Евгений Николаевич Огородников http://orcid.org/0000-0002-5889-0590
кандидат физико-математических наук; доцент; каф. прикладной математики и информа-
тики; e-mail: eugen.ogo@gmail.com
Екатерина Юрьевна Арланова http://orcid.org/0000-0002-7341-3450
кандидат физико-математических наук; доцент; каф. прикладной математики и информа-
тики; e-mail: earlanova@gmail.com

61

http://orcid.org/0000-0002-5889-0590
http://orcid.org/0000-0002-5889-0590
mailto:eugen.ogo@gmail.com
http://orcid.org/0000-0002-7341-3450
http://orcid.org/0000-0002-7341-3450
mailto:earlanova@gmail.com


Огор о д н и к о в Е. Н., А р л а н о в а Е. Ю.

Коши—Гурса с данными на любой характеристике, ограничивающей область
существования решения задачи Коши, отсутствует единственность решения.
В данной работ прежде всего будет показано, что потеря единственности в
задачах Коши—Гурса связана не с инволютивностью матричного коэффици-
ента, а с наличием в спектре матрицы 𝐴 собственных значений 𝜆 = ±1. Ос-
новная цель работы— выделить такие классы нелокальных краевых условий,
которые обеспечивают восстановление единственности решения этой задачи.

Хорошо известно [3], что для системы дифференциальных уравнений (1)
корректна по Адамару задача Коши

u(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥),

u𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), (2)

где 𝑥 ∈ [0, 1], а вектор-функции 𝜏(𝑥), 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1). В этом слу-
чае регулярное решение u(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω ∪ (0, 1)) ∩ 𝐶2(Ω). Также из-
вестно, что для матрицы 𝐴 простой структуры, собственные значения ко-
торой 𝜆𝑖 ∈ [−1, 1], 𝑖 = 1, 𝑛, можно указать невырожденное преобразова-
ние с матрицей 𝑇 такое, что в канонической форме матрица 𝐴𝜆 = 𝑇−1𝐴𝑇
будет являться диагональной матрицей 𝐴𝜆 = diag{Λ𝑚, 𝐸𝑘,−𝐸𝑛−𝑘−𝑚}, где
Λ𝑚 = (𝛿𝑖𝑗𝜆𝑖) (𝑖, 𝑗 = 1,𝑚), 𝐸𝑘 = (𝛿𝑖𝑗) (𝑖, 𝑗 = 𝑚+ 1,𝑚+ 𝑘), 𝐸𝑛−𝑘−𝑚 = (𝛿𝑖𝑗𝜆𝑖)

(𝑖, 𝑗 = 𝑚+ 𝑘 + 1, 𝑛) — диагональны блоки, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера. Тогда для
нового искомого вектора v(𝑥, 𝑦) = 𝑇−1u(𝑥, 𝑦) получим систему из 𝑛 незави-
симых дифференциальных уравнений

𝑦2v𝑥𝑥 − v𝑦𝑦 +𝐴𝜆v𝑥 = 0 (3)

с начальными условиями

v(𝑥, 0) = 𝑇−1u(𝑥, 0) = 𝑇−1𝜏(𝑥), (4)

v𝑦(𝑥, 0) = 𝑇−1u𝑦(𝑥, 0) = 𝑇−1𝜈(𝑥). (5)

Обозначим компоненты вектора

v(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑣𝜆1 ; . . . ; 𝑣𝜆𝑚 ; 𝑣

(+)
𝑚+1; . . . ; 𝑣

(+)
𝑚+𝑘; 𝑣

(−)
𝑚+𝑘+1; . . . ; 𝑣

(−)
𝑛

)︁𝑇
,

где 𝑣𝜆𝑖
(𝑖 = 1,𝑚), 𝑣(+)

𝑖 (𝑖 = 𝑚+ 1,𝑚+ 𝑘), 𝑣(−)
𝑖 (𝑖 = 𝑚+ 𝑘 + 1, 𝑛) — суть линей-

ные комбинации компонент искомого вектора u(𝑥, 𝑦), соответствующие соб-
ственным значениям 𝜆𝑖, +1 и −1. Аналогично обозначим компоненты вектора
начальных условий (4) и (5), а именно,

v(𝑥, 0) = 𝑇−1𝜏(𝑥) =
(︁
𝜏𝜆1 ; . . . ; 𝜏𝜆𝑚 ; 𝜏

(+)
𝑚+1; . . . ; 𝜏

(+)
𝑚+𝑘; 𝜏

(−)
𝑚+𝑘+1; . . . ; 𝜏

(−)
𝑛

)︁𝑇
,

v𝑦(𝑥, 0) = 𝑇−1𝜈(𝑥) =
(︁
𝜈𝜆1 ; . . . ; 𝜈𝜆𝑚 ; 𝜈

(+)
𝑚+1; . . . ; 𝜈

(+)
𝑚+𝑘; 𝜈

(−)
𝑚+𝑘+1; . . . ; 𝜈

(−)
𝑛

)︁𝑇
.

Решения задачи Коши с условиями (4) и (5) для дифференциального
уравнения (3) в покомпонентной записи будут следующими:
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𝑣𝜆𝑖
(𝑥, 𝑦) =

√
𝜋𝑦

Γ(𝛼𝑖)Γ(𝛽𝑖)

𝑥+ 𝑦2

2∫︁
𝑥− 𝑦2

2

𝜏𝜆𝑖
(𝑡)

(︂
𝑡− 𝑥+

𝑦2

2

)︂𝛽𝑖−1(︂
𝑥+

𝑦2

2
− 𝑡

)︂𝛼𝑖−1

𝑑𝑡+

+

√
𝜋

2Γ(1− 𝛼𝑖)Γ(1− 𝛽𝑖)

𝑥+ 𝑦2

2∫︁
𝑥− 𝑦2

2

𝜈𝜆𝑖
(𝑡)

(︂
𝑡− 𝑥+

𝑦2

2

)︂−𝛼𝑖
(︂
𝑥+

𝑦2

2
− 𝑡

)︂−𝛽𝑖

𝑑𝑡, (6)

где 𝛼𝑖 = (1− 𝜆𝑖)/4, 𝛽𝑖 = (1 + 𝜆𝑖)/4, 𝑖 = 1,𝑚;

𝑣
(+)
𝑖 (𝑥, 𝑦) = 𝜏

(+)
𝑖

(︂
𝑥+

𝑦2

2

)︂
+

1

2

𝑥+𝑦2/2∫︁
𝑥−𝑦2/2

𝜈
(+)
𝑖 (𝑡)𝑑𝑡√︀

𝑥+ 𝑦2/2− 𝑡
, 𝑖 = 𝑚+ 1,𝑚+ 𝑘; (7)

𝑣
(−)
𝑖 (𝑥, 𝑦) = 𝜏

(−)
𝑖

(︂
𝑥− 𝑦2

2

)︂
+

1

2

𝑥+𝑦2/2∫︁
𝑥−𝑦2/2

𝜈
(−)
𝑖 (𝑡)𝑑𝑡√︀

𝑡− 𝑥+ 𝑦2/2
, 𝑖 = 𝑚+ 𝑘 + 1, 𝑛, (8)

Всюду ниже мы опускаем индекс 𝑖 у функций и параметров в формулах
(6)–(8) и будем писать 𝑣𝜆(𝑥, 𝑦), 𝑣(+)(𝑥, 𝑦), 𝑣(−)(𝑥, 𝑦).

Обратимся к задачам Коши—Гурса. Удобно задавать значения функции
u(𝑥, 𝑦) на характристиках в точкахΘ0(𝑥) =

(︀
𝑥
2 ,
√
𝑥
)︀
илиΘ1(𝑥) =

(︀
1+𝑥
2 ,

√
1− 𝑥

)︀
.

В условиях отсутствия единственности решения задач Коши—Гурса с дан-
ными на любой из двух характеристик покажем, что достаточно связать лю-
бую из них с неизвестным теперь значением искомого вектора u(𝑥, 0) с помо-
щью нелокального условия, например, такого вида:

𝐴𝑖(𝑥)u[Θ𝑖(𝑥)] = 𝐵𝑖(𝑥)u(𝑥, 0) + c𝑖(𝑥) (𝑖 = 0, 1). (9)

Решение нелокальной краевой задачи с условием (2) и условием (9) при 𝑖 = 0
или 𝑖 = 1 будет найдено в форме решения задачи Коши.

Приведем пример нелокальной постановки задачи Коши—Гурса с услови-
ем (9) при 𝑖 = 0. Для вектора v(𝑥, 𝑦) условие будет иметь ту же структуру

𝐴0(𝑥)v[Θ0(𝑥)] = 𝐵0(𝑥)v(𝑥, 0) + c(𝑥), (10)

где вектор c(𝑥) = 𝑇−1c0(𝑥) =
(︁
𝑐𝜆1 ; . . . ; 𝑐𝜆𝑚 ; 𝑐

(+)
𝑚+1; . . . ; 𝑐

(+)
𝑚+𝑘; 𝑐

(−)
𝑚+𝑘+1; . . . ; 𝑐

(−)
𝑛

)︁𝑇
—

заданная вектор-функция.
Пусть 𝐴0(𝑥) = 𝑎𝑥

1
2
−𝛽 , 𝐵0(𝑥) = 𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ R).

Вычислим значения первых𝑚 линейных комбинаций компонент искомого
вектора u(𝑥, 𝑦) в точке Θ0(𝑥) по формуле (6). Получим в терминах интеграль-
ных операторов Римана—Лиувилля

𝑣𝜆(Θ0) =

√
𝜋𝑥

Γ(𝛽)
𝐼𝛼0𝑥𝑥

𝛽−1𝜏𝜆(𝑥) +

√
𝜋

2Γ(1− 𝛼)
𝐼1−𝛽
0𝑥 𝑥−𝛼𝜈𝜆(𝑥)

(︀
𝑖 = 1,𝑚

)︀
, (11)
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или

𝑣𝜆(Θ0) =

√
𝜋

Γ(𝛽)
𝐼𝛼0𝑥;𝛽−1𝜏𝜆(𝑥) +

√
𝜋𝑥

2Γ(1− 𝛼)
𝐼1−𝛽
0𝑥;−𝛼𝜈𝜆(𝑥),

где использован интегральный оператор Кобера—Эрдейи на конечном отрез-
ке:

𝐼𝛼𝑐𝑥;𝜂𝑓 =
sign(𝑥− 𝑐)

Γ(𝛼)|𝑥− 𝑐|𝛼+𝜂

𝑥∫︁
𝑐

|𝑡− 𝑐|𝜂𝑓(𝑡)𝑑𝑡
|𝑥− 𝑡|1−𝛼

, 𝛼 > 0.

Используя значения 𝑣𝜆(Θ0) в условии (10) в форме (11), получим отно-
сительно функций 𝜙𝜆(𝑥) = 𝑥𝛽−1𝜏𝜆(𝑥) (𝑖 = 1,𝑚) интегральные уравнения
Вольтерры второго рода с ядром Абеля

𝜙𝜆(𝑥)− 𝜇𝐼𝛼0𝑥𝜙𝜆(𝑥) =
1

𝑏
𝑓𝜆(𝑥),

где 𝜇 = 𝑎
√
𝜋

𝑏Γ(𝛽) , 𝑓𝜆(𝑥) =
𝑎
√
𝜋

2
𝑥−1/2

Γ(1−𝛼)𝐼
1−𝛽
0𝑥 𝑥−𝛼𝜈𝜆(𝑥)−𝑥𝛽−1𝑐𝜆(𝑥) (𝑖 = 1,𝑚). Решения

этих 𝑚 уравнений

𝜙𝜆(𝑥) =
1

𝑏
(𝐼 − 𝜇𝐼𝛼0𝑥)

−1 𝑓𝜆(𝑥) =
1

𝑏

(︁
𝐼 + 𝜇𝐸𝛼,𝛼

0𝑥;𝜇

)︁−1
𝑓𝜆(𝑥)

находятся в терминах резольвентного оператора

𝐸𝜇,𝛼
𝑐𝑥;𝜆𝑓 = sign(𝑥− 𝑐)

𝑥∫︁
𝑐

Exp(𝛼, 𝜇;𝜆; (𝑥− 𝑡))𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

где Exp(𝛼, 𝜇;𝜆;𝑥) = 𝑥𝜇−1𝐸𝛼(𝜆𝑥
𝛼;𝜇)— обобщенная дробная экспоненциальная

функция [1, 2], 𝐸𝛼(𝑥;𝜇)—функция типа Миттаг—Леффлера. Тогда
𝜏𝜆 = 𝑥1−𝛽𝜙𝜆(𝑥).

Для линейных комбинаций компонент исходного вектора u(𝑥, 𝑦), соответ-
ствующих значениям собственных чисел 𝜆𝑖 = ±1, получим из (10) простые
функциональные соотношения, из которых находим

𝜏 (+)(𝑥) =
(︁
𝑏− 𝑎𝑥

1
2
−𝑏
)︁−1

(︂
𝑎
√
𝜋

2
𝑥

1
2
−𝛽𝐼

1
2
0𝑥𝜈

(+)(𝑥)− 𝑐(+)(𝑥)

)︂
(𝑖 = 𝑚+ 1,𝑚+ 𝑘),

𝜏 (−)(𝑥) =
1

𝑏

(︃
𝑎

2
𝑥

1
2
−𝛽

∫︁ 𝑥

0

𝜈(−)(𝑡)𝑑𝑡√
𝑡

− 𝑐(−)(𝑥)− 𝑎

𝑏
𝑐(−)(0)𝑥

1
2

)︃
(𝑖 = 𝑚+ 𝑘 + 1, 𝑛).

Таким образом, определив однозначно вектор 𝜏(𝑥) = u(𝑥, 0) = 𝑇−1v(𝑥, 0) =

𝑇−1(𝜏𝜆(𝑥); 𝜏
(+)(𝑥); 𝜏 (−)(𝑥))𝑇 , находим решение нелокального аналога задачи

Коши—Гурса с условиями (2) и (10) для дифференциального уравнения (1)
в форме решения задачи Коши. Чтобы решение находилось в требуемом
классе функций, достаточно потребовать выполнение условия 𝑎 ̸= 𝑏; вектор
c(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1).
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О структуре нелокальных краевых условий. . .

Заслуживает внимания нелокальное условие типа Бицадзе—Самарского,
представляющее интерес как для нелокальных аналогов задачи Коши—Гур-
са, так и для задач Дарбу:

𝐴(𝑥)u[Θ𝑖(𝑥)] = 𝐵(𝑥)u(𝑥, 0) +𝐻(𝑥)u𝑦(𝑥, 0) + c(𝑥). (12)

Пусть задано условие (2). Рассмотрим нелокальное условие типа (12)

𝑎𝑥𝜂
[︂
u(Θ0)−

√
𝜋𝑥

2Γ(1− 𝛼)
𝐼1−𝛽
0𝑥;−𝛼𝜈(𝑥)

]︂
= 𝑏u(𝑥, 0) + c,

где 𝑎, 𝑏 > 0, c—постоянный вектор.
Обозначая далее неизвестный вектор u(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), для первых 𝑚 компо-

нент вектора v(𝑥, 0) = 𝑇−1𝜏(𝑥) = (𝜏𝜆1 ; . . . ; 𝜏𝜆𝑚 ; . . . )
𝑇 получим 𝑚 инетграль-

ных уравнений с оператором Кобера—Эрдейи

𝜏𝜆(𝑥)−
𝑎
√
𝜋

𝑏Γ(𝛽)
𝑥𝜂𝐼𝛼0𝑥;𝛽−1𝜏𝜆(𝑥) = −1

𝑏
𝑐𝜆.

Его решение можно предъявить сразу по формуле решения интегрального
уравнения (44) из работы [4] при 𝜎 = 1. Получим

𝜏𝜆(𝑥) = 𝑘𝜆ℰ𝜂
(︂
𝜆𝑥𝜂;𝛽 − 𝜂;

1

2
− 𝜂

)︂
,

где 𝜆 = 𝑎
√
𝜋

𝑏Γ(𝛽) , 𝑘𝜆 = − 𝑐𝜆
𝑏 , а ℰ𝜂(𝑧; 𝜈, 𝜇)—модифицированная функция Килбаса—

Сайго, определенная в работе [4] как сумма ряда

ℰ𝜌(𝑧; 𝜈, 𝜇) = Γ

(︂
𝜇

𝜈

)︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝑛∏︁
𝑘=0

Γ

(︂
𝑘𝜌+ 𝜈

𝑘𝜌+ 𝜇

)︂
𝑧𝑛.

В зависимости от соотношения параметров 𝛼, 𝛽, 𝜂 здесь возникают частные и
особые случаи. Во всех случаях компоненты 𝜏𝜆(𝑥) однозначно определяются,
если 𝜂 > 0. Для остальных компонент вектора v(𝑥, 0) получены простые
функциональные равенства, тем самым вектор 𝜏(𝑥) = u(𝑥, 0) = 𝑇v(𝑥, 0) =

𝑇
(︀
𝜏𝜆; 𝜏

(+); 𝜏 (−)
)︀
однозначно определен.

Корректность рассмотренных нелокальных аналогов задачи Коши—Гур-
са следует из корректности задачи Коши. Принадлежность вектор-функции
𝜏(𝑥) классу функций 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1) легко проверяется непосредственно.
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On the structure of nonlocal boundary conditions induced
by the spectrum of the matrix in the system of
Bitsadze–Lykov equations, and the correctness of nonlocal
analogues of the Cauchy–Goursat problem
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244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation.

Abstract

A system of 𝑛 degenerate hyperbolic in a half-plane variable x and y
equations of the Bitsadze–Lykov type equation with multiple characteristics
is considered. The influence of the spectrum of the matrix coefficient with the
lowest derivative on the correctness of the Cauchy–Goursat problem is noted.
Using the example of a matrix with a simple structure, the spectrum of which
belongs to the segment [−1, 1], it is shown that the Cauchy–Goursat problem
with data on any boundary characteristic of the domain of existence to the
Cauchy problem solution is not unique. Under these conditions, the simplest
nonlocal analogues of the Cauchy–Goursat problem with conditions of the
Bitsadze–Samarskiy type are considered. Their correctness was justified.

Keywords: systems of degenerate hyperbolic equations with multiple char-
acteristics, systems of equations of Bitsadze–Lykov type, Cauchy–Goursat
problem, nonlocal boundary value problems, conditions of Bitsadze–Samarskiy
type, fractional calculus, special functions.
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Аннотация
В работе проведено исследование хаотических режимов дробного ос-

циллятора Дуффинга. Для этого по алгоритму Вольфа с ортогонализа-
цией Грама—Шмидта были рассчитаны спектры максимальных показа-
телей Ляпунова в зависимости от значений управляющих параметров,
на основе которых были построены бифуркационные диаграммы. Би-
фуркационные диаграммы позволили определить области, в которых
существует хаотический колебательный режим. Также были построены
фазовые траектории, которые подтвердили результаты исследований.

Ключевые слова: дробный осциллятор Дуффинга, алгоритм Вольфа,
спектр максимальных показателей, бифуркационные диаграммы.

Введение. Исследование случайных, хаотических, периодических или
квазипериодических режимов различных колебательных систем (осциллято-
ров) является важной задачей в теории колебательных систем [1, 2]. Суще-
ствуют достаточно много критериев и тестов для определения хаотических
режимов. Одни методы основываются на исследовании спектра колебаний с
помощью Фурье-анализа (тест 0-1), а другие основаны на отображении Пу-
анкаре — сечении фазовой траектории секущей поверхностью. Известно, что
хаотические колебания обладают высокой чувствительностью к малым из-
менениям начальных условий. Поэтому оценка разбегания фазовых траек-
торий с помощью максимальных показателей Ляпунова является одним из
надежных методов определения хаоса в рассматриваемой динамической си-
стеме. Наличие положительного максимального показателя Ляпунова явля-
ется критерием идентификации хаотического режима для рассматриваемой
системы [3].

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу Коши для дроб-
ного осциллятора Дуффинга [4]:

𝜕𝛽0𝑡𝑥 (𝜂) + 𝑎𝜕𝛾0𝑡𝑥 (𝜂)− 𝑥 (𝑡) + 𝑥3 (𝑡) = 𝛿 cos (𝜔𝑡) , 𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑥̇ (0) = 𝑦0, (1)

Образец для цитирования
Па р о в и к Р. И. Исследование хаотических режимов дробного осциллятора Дуффинга /
Материалы XI Всероссийской научной конференции с международным участием «Мате-
матическое моделирование и краевые задачи» (27–30 мая 2019 г., Самара, Россия). Т. 2.
Самара: СамГТУ, 2019. С. 67–69.
Сведения об авторе
Роман Иванович Паровик http://orcid.org/0000-0002-1576-1860
кандидат физико-математических наук, доцент; декан, ведущий научный сотруд-
ник; физико-математический факультет, лаб. моделирования физических процессов;
e-mail: romanparovik@gmail.com

67

http://orcid.org/0000-0002-1576-1860
http://orcid.org/0000-0002-1576-1860
mailto:romanparovik@gmail.com


Пар о в и к Р. И.

здесь 𝑎 > 0—коэффициент трения, 𝛿 и 𝜔— амплитуда и частота внешнего
периодического воздействия, 𝑥0 и 𝑦0 — заданные константы, которые опре-
деляют начальное состояние колебательной системы. В уравнении (1) диф-
ференциальные опираторы с дробными порядками 1 < 𝛽 < 2, 0 < 𝛾 < 1
понимаются в смысле Герасимова—Капуто [5]. Задача Коши (1) описывает
дробный осциллятор Дуффинга, который был исследован в работах [4, 5].
Далее в работе с помощью явной конечно-разностной схемы [5] для решения
задачи (1) и алгоритма Вольфа [3] с процедурой ортогонализации Грама—
Шмидта были построены спектры максимальных показателей Ляпунова при
различных значениях управляющих параметров, по аналогии с работой [6].

2. Результаты моделирования. В качестве одного из примеров модели-
рования на рис. 1 приведены бифуркационные диаграммы для максимальных
показателей Ляпунова при различных значениях коэффициента трения 𝑎, а
на рис. 2 приведены соответствующие фазовые траектории.

Рис. 1. Бифуркационные диаграммы спектра максимальных показателей Ляпунова для
фрактального осциллятора Дуффинга в зависимости от значений параметра 𝑎: кривая
(a), построенная для параметра 𝑎 ∈ [0, 1] шагом Δ𝑎 = 0.01; кривая (b), построенное для

параметра 𝑎 ∈ [1, 2] с шагом Δ𝑎 = 0.01

Рис. 2. Фазовые траектории, построенные согласно бифуркационным диаграммам (рис. 1)
в зависимости от значений параметра 𝑎: фазовая траектория (a), построенная для пара-
метра 𝑎 = 0.01; фазовая траектория (b), построенная для параметра 𝑎 = 0.9; фазовая

траектория (c), построенная для параметра 𝑎 = 1.5

Заключение. Согласно исследованию спектров максимальных показате-
лей Ляпунова можно сделать вывод о том, что дробный осциллятор Дуффин-
га обладает хаотической динамикой. В частности видно, что на
рис. 1, а в спектре присутствуют положительные значения при изменении
коэффициента трения от 0 до 1. Аналогичные исследования были проведены
для управляющих параметров 𝛽 и 𝛾.
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Abstract

In the work, the study of chaotic regimes of the Duffing fractal oscillator
was carried out. For this purpose, Wolf’s algorithm with Gram–Schmidt
orthogonalization was used to calculate the spectra of Lyapunov’s maximum
exponents as a function of the values of the control parameters on the basis
of which bifurcation diagrams were constructed. Bifurcation diagrams made
it possible to determine the regions in which there exists a chaotic oscillatory
regime. Phase trajectories were also constructed, which confirmed the results
of the studies.

Keywords: Duffing’s fractional oscillator, Wolff algorithm, maximum ex-
ponent spectrum, bifurcation diagrams.

Please cite this article in press as:
Pa r o v i k R. I. Investigation of chaotic regimes of fractional Duffing oscillator, In: Proceedings of
the Eleventh All-Russian Scientific Conference with International Participation “Mathematical
Modeling and Boundary Value Problems” (May, 27–30, 2019, Samara, Russian Federation),
Vol. 2, Samara State Technical Univ., Samara, 2019, pp. 67–69 (In Russian).
Author’s Details:
Roman I. Parovik http://orcid.org/0000-0002-1576-1860
Cand. Phys. & Math. Sci., Associate Professor; Dean, Leading Researcher; Faculty of Phys. &
Math., Lab. of Modeling Physical Processes; e-mail: romanparovik@gmail.com

69

http://dx.doi.org/https://doi.org/10.18454/2079-6641-2015-10-1-18-24
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.18454/2079-6641-2015-10-1-18-24
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.14529/mmp180209
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.14529/mmp180209
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.14498/vsgtu1611
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.14498/vsgtu1611
http://orcid.org/0000-0002-1576-1860
http://orcid.org/0000-0002-1576-1860
mailto:romanparovik@gmail.com


Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Обобщенной гладкости функции спектральных
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Аннотация

Рассматриваются спектральные разложения, связанные с самосопря-
женным расширением полигармонического оператора в 𝑛-мерной обла-
сти. Доказывается, если спектральное разложение произвольной функ-
ции в некоторой точке суммируется средними Рисса, то ее среднее зна-
чение по сфере с центром в указанной точке обладает определенной
гладкостью.

Ключевые слова: спектральное разложение, спектр, гладкость, сред-
ние Рисса, собственная функция.

Пусть {𝑢𝑘(𝑥)}—полная ортонормированная система собственных функ-
ций рассматриваемого самосопряженного расширения полигармонического
оператора, отвечающих собственным значениям {𝜆𝑘}:

Δ𝑚𝑢𝑘(𝑥) = (−1)𝑚𝑢𝑘(𝑥).

Для любого 𝑠 > 0 введем средние Рисса:

𝐸𝑠
𝜆𝑓(𝑥) =

∑︁
𝜆𝑘<𝜆

(︂
1− 𝜆𝑘

𝜆

)︂𝑠

𝑓𝑘𝑢𝑘(𝑥) =

∫︁ 𝜆

0

(︂
1− 𝑡

𝜆

)︂𝑠

𝑑𝐸𝑡𝑓(𝑥).

Среднее значение порядка 𝛼 > 0 функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω) в данной точке
𝑥 ∈ Ω определяется следующим образом:

𝑆𝛼
𝑟 𝑓(𝑥) =

1

𝜔(𝑁,𝛼)𝑟𝑁

∫︁
|𝑦|6𝑟

(︂
1− |𝑦|2

𝑟2

)︂𝛼−1

𝑓(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑦,

где

𝜔(𝑁,𝛼) =

∫︁
|𝑦|61

(1− |𝑦|2)𝛼−1𝑑𝑦.

Основным результатом являются следующие теоремы:
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Теорема 1. Пусть 𝛼 > 𝑠 − (𝑁 − 3)/2 и в некоторой точке 𝑥 ∈ Ω спек-
тральное разложение функции 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω) суммируется средними Рисса по-
рядка 𝑠:

lim
𝜆→∞

𝐸𝑠
𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥). (1)

Тогда
lim
𝑟→ 0

𝑆𝛼
𝑟 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Теорема 2. Пусть действительные числа 𝑠 > 0 и 𝛼 > 0 и натуральное
число 𝑚 удовлетворяют условию

𝑠+𝑚− 𝛼 > (𝑁 − 3)/2.

Если выполняется условия (1), то 𝜑𝜆(𝑟) = 𝑆𝛼
𝑟 𝑓(𝑥) является 𝑚 раз непре-

рывно дифференцируемой на интервале 0 < 𝑟 < dis{𝑥, 𝜕Ω}.
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Задача со свободными границами для квазилинейного
параболического уравнения типа реакции-диффузии

М. С. Расулов
Институт Математики имени В. И. Романовского,
Узбекистан, 100041, Ташкент, Улица Мирзо Улугбека, 81.

Аннотация

В данной работе исследуется задача для квазилинейного параболиче-
ского уравнения с двумя свободными границами. Для решения задачи
установлены априорные оценки норм Гельдера. На основе априорных
оценок доказано существование и единственность решения.

Ключевые слова: свободная граница, квазилинейное параболическое
уравнение, реакция-диффузия, асимтотическое поведение.

Введение. В настоящее время ведутся интенсивные исследования новых
классов нестандартных задач со свободной границей, которые возникают в
приложениях. Например, в работах [1,2] изучены задачи для параболических
уравнений с двумя свободными границами.

В настоящей работе исследуется диффузионная логистическая модель со
свободной границей популяционной биологии [3].

Постановка задачи. Требуется найти функций ℎ (𝑡), 𝑠 (𝑡), 𝑢 (𝑡, 𝑥) в об-
ласти 𝐷 = {(𝑡, 𝑥) : 0 < 𝑡 6 𝑇, ℎ (𝑡) < 𝑥 < 𝑠 (𝑡)} , удовлетворяющие условиям

𝑘(𝑢)𝑢𝑡 − 𝑑𝑢𝑥𝑥 = 𝑢(𝑎− 𝑏𝑢), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, (1)
𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), −𝑠0 6 𝑥 6 𝑠0, (2)

𝑢(𝑡, ℎ(𝑡)) = 0, 𝑢(𝑡, 𝑠(𝑡)) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, (3)
ℎ′(𝑡) = −𝜇𝑢𝑥

(︀
𝑡, ℎ(𝑡)

)︀
, 𝑠′(𝑡) = −𝜇𝑢𝑥

(︀
𝑡, 𝑠(𝑡)

)︀
0 6 𝑡 6 𝑇, (4)

где 𝑠(0) = 𝑠0, ℎ (0) = ℎ0 = −𝑠0, 𝑥 = ℎ (𝑡) и 𝑥 = 𝑠 (𝑡)−свободные (неизвестные)
границы, которые определяются вместе с функцией 𝑢(𝑡, 𝑥).

Относительно данных задачи предполагаются выполненными следующие
условия:
(I) функции 𝑘 (𝑢) и 𝑘′ (𝑢) определены для любого значения аргумента и

ограничены на замкнутом множестве аргумента, причем 𝑘 (𝑢) > 𝑘0 > 0;
(II) 𝑑, 𝑎, 𝑏, 𝑠0, 𝜇—положительные постоянные.

Задача (1)–(4) исследована в работе [1] при 𝑘(𝑢) = 1.
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Теорема. Пусть функции ℎ(𝑡), 𝑠(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑥) являются решением задачи
(1)–(4). Тогда существуют положительные постоянные 𝑀1, 𝑀2, не завися-
щие от 𝑇 , для которых справедливы оценки

0 < 𝑢(𝑡, 𝑥) 6𝑀1, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷̄,

0 < 𝑠′ (𝑡) , −ℎ′ (𝑡) 6𝑀2, 0 6 𝑡 6 𝑇.

Заключение. Установлены априорные оценки шаудерского типа. На ос-
нове установленных оценок изучена поведение свободной границы. Доказаны
теорема единственности и существование решения задачи (1)–(4). Далее ис-
следованы асимптотическое поведение решении при 𝑡→ +∞.
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Видоизмененные задачи для уравнения Эйлера—Дарбу
в случае параметров по модулю равных 1/2
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Россия, 443011, Самара, Академика Павлова, 1.

Аннотация

Рассматривается уравнение Эйлера—Дарбу с параметрами, равными
по модулю 1/2, и обобщение на пространственный аналог. В силу того,
что задача Коши в классической ее постановке является некорректной
для таких значений параметров, авторы предлагают постановки и ре-
шения видоизмененных задач типа Коши при значениях параметров: а)
𝛼 = 𝛽 = 1/2, б) 𝛼 = −1/2, 𝛽 = +1/2, в) 𝛼 = 𝛽 = −1/2. Результат,
полученный авторами, используется для постановки аналога задачи Δ1

в первом квадранте с заданием граничных условий со смещением на
координатных осях и нестандартными условиями сопряжения на линии
сингулярности коэффициентов уравнения 𝑦 = 𝑥. Первое из этих условий
склеивает производные по нормали искомого решения, второе содержит
предельные значения комбинации самого решения и его нормальных
производных. Поставленная задача свелась к однозначно разрешимой
системе интегральных уравнений.

Ключевые слова: уравнение Эйлера—Дарбу с параметрами, задача
Коши, видоизмененная задача типа Коши, метод Римана, граничные
условия со смещением, интегральные уравнения, условиями сопряжения
на линии сингулярности.

Введение. Уравнения Эйлера—Дарбу—Пуассона

𝑈𝑥𝑦 +
𝛽

𝑦 − 𝑥
𝑈𝑥 −

𝛼

𝑦 − 𝑥
𝑈𝑦 = 0 (1)

имеют широкое применение в газовой и гидродинамике, теории оболочек, в
различных разделах механики сплошных сред.

В силу того, что вырождающиеся уравнения гиперболического типа в
характеристических координатах сводятся к уравнению (1), исследованием
краевых задач для уравнения Эйлера—Дарбу занимались многие советские
и зарубежные математики. Подробная библиография по этому вопросу со-
держится в монографии М. М. Смирнова [1].

В работе [2] проведен подробный анализ основных результатов по поста-
новке и решению как классических, так и новых видоизмененных краевых
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задач для уравнения (1), библиография ее содержит труды самарских мате-
матиков.

Основные результаты по постановке и исследованию краевых задач для
уравнения (1) получены при условиях, налагаемых на параметры уравнения:
0 < |𝛼|, |𝛽|, |𝛼 + 𝛽| < 1. Отметим, что задача Коши для уравнения (1) при
𝛼 = 𝛽, 0 < |𝛽| < 1/2 в классической постановке с условиями

lim
𝑦→𝑥+0

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑥), lim
𝑦→𝑥+0

(𝑦 − 𝑥)2𝛽(𝑈𝑦 − 𝑈𝑥) = 𝜈(𝑥), 𝑦 > 𝑥,

(𝜏 , 𝜈 — заданные функции) является некорректной при |𝛼| = |𝛽| = 1/2 в силу
того, что либо само решение, либо его производная по нормали (в зависимости
от знака 𝛽) на линии сингулярности коэффициентов 𝑦 = 𝑥 обращается в
бесконечность.

В настоящей работе автором предлагается расширить постановку и реше-
ние видоизмененных задач типа Коши [3, 4] для уравнения (1) в случаях: а)
𝛼 = 𝛽 = 1/2; б) 𝛼 = +1/2, 𝛽 = −1/2; в) 𝛼 = 𝛽 = −1/2 (Задачи 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3,
соответственно).

В задаче 𝐶1 на линии 𝑦 = 𝑥 задаются условия:

lim
𝑦→𝑥+0

(𝑦 − 𝑥)(𝑈𝑦 − 𝑈𝑥) = 𝜈1(𝑥), 0 6 𝑥 < +∞,

lim
𝑦→𝑥+0

[︂
𝑈(𝑥, 𝑦)− 𝜈1(𝑥)

(︂
ln
√
𝑦 − 𝑥+ 𝜓

(︁1
2

)︁
− 𝜓(1)

)︂]︂
= 𝜏1(𝑥);

в задаче 𝐶2:
lim

𝑦→𝑥+0
𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝜏2(𝑥), 0 6 𝑥 < +∞;

lim
𝑦→𝑥+0

[︂
(𝑈𝑦 − 𝑈𝑥)−

𝑑

𝑑𝑥
𝑈(𝑥, 𝑥)

(︂
ln
√︀
(𝑦 − 𝑥) + 2𝜓

(︁1
2

)︁
− 2𝜓(1) + 1

)︂]︂
= 𝜈2(𝑥),

0 6 𝑥 < +∞;

и в задаче 𝐶3:
lim

𝑦→𝑥+0
𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝜏3(𝑥), 0 6 𝑥 < +∞;

lim
𝑦→𝑥+0

[︂
(𝑈𝑦 − 𝑈𝑥)(𝑦 − 𝑥)−1 − 𝑑2

𝑑𝑥2
𝑈(𝑥, 𝑥)

(︂
ln
√︀

(𝑦 − 𝑥) + 𝜓
(︁3
2

)︁
− 𝜓(3)

)︂]︂
=

= 𝜈3(𝑥), 0 6 𝑥 < +∞.

Задача 𝐶1 решена методом Римана, 𝐶2, 𝐶3 получены из формулы общего
решения уравнения Эйлера—Дарбу.

На основе получаемых результатов доказана однозначная разрешимость
видоизмененной задачи Δ𝑆

1 в области, представляющей первый квадрант, с
краевыми условиями на координатных осях и сопряжением на линии 𝑦 = 𝑥.

Задача Δ𝑆
1 . На множестве D найти решение уравнения, удовлетворяющее

условиям:
𝑈(0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 0 6 𝑦 < +∞,
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𝑈(𝑥, 0)− 1

Γ2(12)

∫︁ 𝑥

0
𝜈2(𝑡) 𝑡

−1/2(𝑥− 𝑡)−1/2 ln
(︁ 𝑡
𝑥

)︁
𝑑𝑡 = 𝜙2(𝑥), 0 6 𝑥 < +∞.

На линии сингулярности коэффициентов уравнения заданы условия со-
пряжения:

𝜈1(𝑥) = lim
𝑦→𝑥+0

(𝑦 − 𝑥)(𝑈𝑦 − 𝑈𝑥) = − lim
𝑦→𝑥−0

(𝑥− 𝑦)(𝑈𝑥 − 𝑈𝑦) = −𝜈2(𝑥),

𝜏1(𝑥) = lim
𝑦→𝑥+0

[︂
𝑈(𝑥, 𝑦)− 𝜈1(𝑥)

(︂
ln

√
𝑦 − 𝑥+ 𝜓

(︁1
2

)︁
− 𝜓(1)

)︂]︂
=

= lim
𝑦→𝑥−0

[︂
𝑈(𝑥, 𝑦)− 𝜈2(𝑥)

(︂
ln
√
𝑥− 𝑦 + 𝜓

(︁1
2

)︁
− 𝜓(1)

)︂]︂
= 𝜏2(𝑥).

На заданные функции 𝜙𝑘, 𝑘 = 1, 2 налагаются условия: 𝜙𝑘(0) = 0, 𝜙𝑘(𝑥) ∈
𝐶(3)[0,+∞), 𝑘 = 1, 2.

Единственность решения задачи Δ𝑆
1 следует из единственности, получен-

ной методом Римана, решения видоизмененной задачи Коши, взятого за осно-
ву, и однозначной разрешимости системы интегральных уравнений, получае-
мой в процессе решения задачи. Существование решения доказано проверкой.

Заключение. Получено единственное решение трех видоизмененных за-
дач типа Коши для уравнения Эйлера—Дарбу в случае параметров, равных
по модулю одной второй. На основе решения видоизмененной задачи Коши
доказана однозначная разрешимость обобщений Δ1-задачи с данными на ко-
ординатных осях и условиями сопряжения на линии сингулярности коэффи-
циентов уравнения. Решение задачи Δ1 получено в явном виде.
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The modified problems for the equation of Euler–Darboux
in the case of parameters on the module equal to 1/2

I. N. Rodionova
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Abstract

We consider the Euler–Darboux equation with parameters modulo 1/2
and generalization to the space 3D analogue. Due to the fact that the Cauchy
problem in its classical formulation is incorrect for such parameter values,
the authors propose formulations and solutions of modified Cauchy-type
problems with parameter values: a) 𝛼 = 𝛽 = 1/2, b) 𝛼 = −1/2, 𝛽 = +1/2,
c) 𝛼 = 𝛽 = −1/2. The obtained result is used to formulate an analogue of the
Δ1 problem in the first quadrant with the setting of boundary conditions
with displacement on the coordinate axes and non-standard conjugation
conditions on the singularity line of the coefficients of the equation 𝑦 = 𝑥.
The first of these conditions glues the normal derivatives of the desired
solution, the second contains the limit values of the combination of the
solution and its normal derivatives. The problem was reduced to a uniquely
solvable system of integral equations.

Keywords: Euler–Darboux equation with parameters, modified Cauchy
problem, Riemann method, boundary conditions with displacement, integral
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Асимптотические оценки разностей произведений
функций Бесселя на интеграл от этих функций
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Аннотация

В работе посредством вычисления новой формулы нахождения ко-
нечной биномиальной суммы вычислены разности произведений цилин-
дрических функций на определенный интеграл от этих функций и на
их основе установлены асимптотические оценки при больших значениях
параметра.

Ключевые слова: функции Бесселя первого, второго рода, модифици-
рованные функции Бесселя, интегралы от функций Бесселя, разности
произведений цилиндрических функций на интеграл от этих функций,
вычисление, конечная биномиальная сумма, обобщенная гипергеомет-
рическая функция, асимптотические оценки.

При исследовании обратных задач по отысканию правой части вырожда-
ющихся уравнений смешанного типа [1–10] возникла задача об установлении
асимптотических оценок для следующих разностей:

𝑁 (1)
𝜈 (𝑦) =

√
𝑦𝐼𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐼−𝜈(𝑝𝑠

𝑞)𝑑𝑠−√
𝑦𝐼−𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐼𝜈(𝑝𝑠

𝑞)𝑑𝑠, (1)

𝑁 (2)
𝜈 (𝑦) =

√
𝑦𝐼𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐾𝜈(𝑝𝑠

𝑞)𝑑𝑠−√
𝑦𝐾𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐼𝜈(𝑝𝑠

𝑞)𝑑𝑠, 𝑦 > 0; (2)

𝑆(1)
𝜈 (𝑦) =

√
−𝑦𝐽𝜈

(︀
𝑝(−𝑦)𝑞

)︀ ∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝐽−𝜈

(︀
𝑝(−𝑠)𝑞

)︀
𝑑𝑠−

−
√
−𝑦𝐽−𝜈

(︀
𝑝(−𝑦)𝑞

)︀ ∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝐽𝜈

(︀
𝑝(−𝑠)𝑞

)︀
𝑑𝑠, (3)
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𝑆(2)
𝜈 (𝑦) =

√
−𝑦𝐽𝜈

(︀
𝑝(−𝑦)𝑞

)︀ ∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝑌𝜈

(︀
𝑝(−𝑠)𝑞

)︀
𝑑𝑠−

−
√
−𝑦𝑌𝜈

(︀
𝑝(−𝑦)𝑞

)︀ ∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝐽𝜈

(︀
𝑝(−𝑠)𝑞

)︀
𝑑𝑠, 𝑦 < 0, (4)

при 𝑝 → +∞, где 𝜈 = 1/(2𝑞) = 1/(𝑚 + 2), 𝑚 > 0—показатель степени вы-
рождения уравнения, 𝐽±𝜈(·) и 𝑌𝜈(·)—функции Бесселя соответственно пер-
вого и второго рода, 𝐼±𝜈(·) и 𝐾𝜈(·)—модифицированные функции Бесселя,
𝑝 = const > 0.

В данной работе, используя разложения функций 𝐼±𝜈(𝑥) и 𝐽±𝜈(𝑥) в сте-
пенной ряд, аналогично работам [11,12] вычислены разности (1)–(4):

𝑁 (1)
𝜈 (𝑦) =

𝑦2 sin 𝜈𝜋

2𝜈𝜋 1
𝐹2

(︂
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈;

𝑝2

4
𝑦1/𝜈

)︂
, (5)

𝑁 (2)
𝜈 (𝑦) =

𝑦2

4𝜈 1
𝐹2

(︂
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈;

𝑝2

4
𝑦1/𝜈

)︂
, (6)

𝑆(1)
𝜈 (𝑦) = −𝑦

2 sin 𝜈𝜋

2𝜈𝜋 1
𝐹2

(︂
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈;−𝑝

2

4
(−𝑦)1/𝜈

)︂
, (7)

𝑆(2)
𝜈 (𝑦) = − 𝑦

2

4𝜈 1
𝐹2

(︂
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈;−𝑝

2

4
(−𝑦)1/𝜈

)︂
, (8)

здесь 1𝐹2(·)— обобщенная гипергеометрическая функция.
В силу найденных представлений (5)–(8) установлены асимптотические

оценки при 𝑝→ +∞.
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Abstract

In the work, by calculating the new formula for finding the finite binomial
sum, the differences of the products of cylindrical functions by a definite
integral from these functions are calculated and asymptotic estimates are
established for them with large values of the parameter.
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Аннотация

Для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа со сте-
пенным вырождением на линии изменения типа изучены обратные зада-
чи по определению сомножителей правых частей, зависящих от времени.
На основе формулы решения прямой задачи решение обратных задач
эквивалентно редуцировано к разрешимости нагруженных интеграль-
ных уравнений. Используя теорию интегральных уравнений, доказаны
соответствующие теоремы единственности и существования решений по-
ставленных обратных задач и указаны явные формулы решения.

Ключевые слова: уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа, начально-граничная задача, обратные задачи, единственность, су-
ществование, ряд, малые знаменатели, интегральные уравнения.

Для уравнения смешанного типа

𝐿𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (1)

здесь

𝐿𝑢 =

{︃
𝑡𝑛𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡,

(−𝑡)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡,
𝐹 (𝑥, 𝑡) =

{︃
𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑡), 𝑡 < 0,

в прямоугольной области

𝐷 =
{︀
(𝑥, 𝑡)| 0 < 𝑥 < 𝑙, −𝛼 < 𝑡 < 𝛽

}︀
,

где 𝑛, 𝑚, 𝑙, 𝛼, 𝛽 — заданные положительные действительные числа, 𝑓𝑖(𝑥),
𝑖 = 1, 2—известные функции, поставим следующие обратные задачи.

Задача 1. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑔1(𝑡), удовлетворяющие условиям:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶
(︀
𝐷
)︀
∩ 𝐶1

𝑡 (𝐷) ∩ 𝐶1
𝑥

(︀
𝐷
)︀
∩ 𝐶2

𝑥

(︀
𝐷+

)︀
∩ 𝐶2(𝐷−); (2)
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𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽];

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷+ ∪𝐷−; (3)
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; (4)

𝑢(𝑥,−𝛼) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑙, (5)
𝑢(𝑥0, 𝑡) = ℎ1(𝑡), 0 < 𝑥0 < 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝛽, (6)

здесь 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, 𝑔2(𝑡), ℎ1(𝑡)— известные функции, 𝑥0 — заданная точка
из интервала (0, 𝑙).

Задача 2. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑔2(𝑡), удовлетворяющие условиям
(2), (3)–(5) и

𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0],
𝑢(𝑥0, 𝑡) = ℎ2(𝑡), 0 < 𝑥0 < 𝑙, −𝛼 6 𝑡 6 0, (7)

где 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, 𝑔1(𝑡), ℎ2(𝑡)— известные функции.
В задачах условия (6) и (7) являются дополнительными для определения

функций 𝑔1(𝑡) и 𝑔2(𝑡).
Исследование задач 1 и 2 проводится на основе решения прямой началь-

но-граничной задачи (2), (3)–(5), изученной ранее в [1–3] для однородного
уравнения (1), т.е. когда 𝐹 (𝑥, 𝑡) ≡ 0, а в работах [4, 5] при 𝐹 (𝑥, 𝑡) ̸= 0. В ста-
тьях [6, 7] были изучены обратные задачи для уравнения (1) по отысканию
функций 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑓𝑖(𝑥), когда 𝑔𝑖(𝑡) ≡ 1. А в статьях [8,9] рассмотрены обрат-
ные задачи 1 и 2 для уравнения (1), когда 𝑛 > 0, 𝑚 = 0 и 𝑛 = 0, 𝑚 > 0.

На основе формулы решения прямой начально-граничной задачи (2),
(3)–(5) решение обратных задач 1 и 2 эквивалентно редуцировано к разреши-
мости нагруженных интегральных уравнений. Используя теорию интеграль-
ных уравнений доказаны соответствующие теоремы единственности и суще-
ствования решений поставленных обратных задач и указаны явные формулы
решения.

Библиографический список
1. Сидоров С. Н. Нелокальная задача для вырождающегося параболо-гиперболического

уравнения // Доклады Адыгской (Черкесской) Международной академии наук, 2012.
Т. 14, №3. С. 30–40.

2. Сабитов К. Б., Сидоров С. Н. Об одной нелокальной задаче для вырождающегося па-
раболо-гиперболического уравнения // Дифференц. уравнения, 2014. Т. 50, № 3. С. 356–
365.

3. Сидоров С. Н. Нелокальные задачи для уравнения смешанного параболо-
гиперболического типа со степенным вырождением // Известия вузов. Математика,
2015. № 12. С. 55–64.

4. Сабитов К. Б. Прямые и обратные задачи для уравнения смешанного параболо-
гиперболического типа. М.: Наука, 2016. 271 с.

5. Sabitov K. B., Sidorov S. N. Initial-Boundary-Value Problem for Inhomogeneous Degenerate
Equations of Mixed Parabolic-Hyperbolic Type // Journal of Mathematical Sciences, 2019.
vol. 236, no. 6. pp. 603–640.

6. Сидоров С. Н. Нелокальная обратная задача по определению правых частей вырож-
дающегося уравнения смешанного параболо-гиперболического типа // Научные ведо-
мости Белгородского государственного университета. Серия: Математика. Физика,
2014. № 19(190). Вып. 36. С. 91–104.

82



Обратные задачи для вырождающегося уравнения. . .

7. Сабитов К. Б., Сидоров С. Н. Обратная задача для вырождающегося параболо-гипер-
болического уравнения с нелокальным граничным условием // Изв. вузов. Математи-
ка, 2015. №1. С. 46–59.

8. Сидоров С. Н. Обратные задачи для уравнения смешанного параболо-гиперболическо-
го типа с вырождающейся параболической частью// Сибирские электронные матема-
тические известия, 2019. Т. 16. С. 144–157.

9. Сидоров С. Н. Обратные задачи для вырождающегося смешанного параболо-гипер-
болического уравнения по нахождению сомножителей правых частей, зависящих от
времени // Уфимский математический журнал, 2019. Т. 11, №1. С. 72–86.

Inverse problems for a degenerate equation of a mixed
parabolic-hyperbolic type for finding the factors
of the right side

S. N. Sidorov1,2
1 Sterlitamak branch of the Institute of Strategic Studies of the Republic of Bashkortostan
68, Odessksaya st., Sterlitamak, 453103, Russian Federation
2 Sterlitamak branch of the Bashkir State University,
Faculty of Mathematics and Information Technology,
37, Lenina prospekt, Sterlitamak, 453103, Russian Federation.

Abstract

For a mixed parabolic-hyperbolic type equation with a power degenera-
tion on the type change line, inverse problems are considered to determine
the time-dependent factors of right-hand sides. Based on the formula for
solving a direct problem, the solution of inverse problems is equivalently
reduced to the solvability of loaded integral equations. Using the theory of
integral equations, we prove the corresponding theorems of uniqueness and
the existence of solutions of the stated inverse problems and give explicit
formulas for the solution.

Keywords: equation of mixed parabolic-hyperbolic type, initial-boundary
value problem, inverse problems, uniqueness, existence, series, small denom-
inators, integral equations.

Please cite this article in press as:
S i d o r o v S. N. Inverse problems for a degenerate equation of a mixed parabolic-hyperbolic type
for finding the factors of the right side, In: Proceedings of the Eleventh All-Russian Scientific
Conference with International Participation “Mathematical Modeling and Boundary Value Prob-
lems” (May, 27–30, 2019, Samara, Russian Federation), Vol. 2, Samara State Technical Univ.,
Samara, 2019, pp. 81–83 (In Russian).
Authors’ Details:
Stanislav N. Sidorov Cand. Phys. & Math. Sci.; Senior Researcher; Lab. of Applied
Mathematics and Computer Science; e-mail: stsid@mail.ru

83

mailto:stsid@mail.ru


Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Обобщенные потенциалы двойного слоя плоской теории
упругости в классах Харди

А. П. Солдатов
Вычислительный центр им. А .А. Дородницына ФИЦ ИУ РАН,
Россия, 119333, Москва, ул. Вавилова, 42.

Аннотация
Получено интегральное представление общего решения системы Ла-

ме плоской анизотропной теории упругости в классах Харди, Гельдера
и в классе непрерывных в замкнутой области функций. Описаны ядро
и коядро оператора этого представления. В ортотропном и изотропном
случаях упругой среды даны явные выражения через модули упругости.
Указаны приложения к решению двух основных краевых задач теории
упругости.

Ключевые слова: обобщенные потенциалы двойного слоя, плоская
теория упругости, анизотропия, система уравнений Ламе.

В плоской анизотропной теории упругости [1, 2] вектор смещения 𝑢 =(︀
𝑢1, 𝑢2

)︀
удовлетворяет эллиптической системе Ламе

𝑎11
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
(︀
𝑎12 + 𝑎21

)︀ 𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦

+ 𝑎22
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 (1)

с постоянными коэффициентами

𝑎11 =

(︂
𝛼1 𝛼6

𝛼6 𝛼3

)︂
, 𝑎12 =

(︂
𝛼6 𝛼4

𝛼3 𝛼5

)︂
,

𝑎21 =

(︂
𝛼6 𝛼3

𝛼4 𝛼5

)︂
, 𝑎22 =

(︂
𝛼3 𝛼5

𝛼5 𝛼2

)︂
.

Элементы 𝛼𝑗 матричных коэффициентов, называемые модулями упруго-
сти, подчиняются требованию положительной определенности матрицы

𝛼 =

⎛⎝𝛼1 𝛼4 𝛼6

𝛼4 𝛼2 𝛼5

𝛼6 𝛼5 𝛼3

⎞⎠ .

Из (1) видно, что соотношения

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝑎21

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑎22

𝜕𝑢

𝜕𝑦
,

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑎11

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑎12

𝜕𝑢

𝜕𝑦
,
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определяют вектор-функцию 𝑣 =
(︀
𝑣1, 𝑣2

)︀
, которая называется сопряженной к

решению 𝑢 системы Ламе. Закон Гука заключается в том, что столбцы 𝜎(1) и
𝜎(2) тензора напряжений 𝜎 выражаются через частные производные функции
𝑣 по 𝑥 и 𝑦, соответственно.

Заметим, что функция 𝑣 постоянна тогда и только тогда, когда 𝑢 является
многочленом первой степени вида 𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝜆1 − 𝜆0𝑦, 𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝜆1 + 𝜆0𝑥.
Решение 𝑢 системы Ламе этого типа называем тривиальными.

Хорошо известно, что эта система сильно эллиптична, так что характери-
стический многочлен det

[︀
𝑎11 +

(︀
𝑎12 + 𝑎21

)︀
𝑧 + 𝑎22𝑧

2
]︀
= 0 не имеет веществен-

ных корней. Пусть 𝜈1 и 𝜈2 — его корни в верхней полуплоскости, взятые с
учетом кратности, т.е. либо 𝜈1 ̸= 𝜈2, либо 𝜈1 = 𝜈2 = 𝜈. Соответственно этим
двум случаям положим

𝐽 =

(︂
𝜈1 0
0 𝜈2

)︂
, 𝐽 =

(︂
𝜈 1
0 𝜈

)︂
.

В дальнейшем существенную роль будут играть не сами корни 𝜈, а их сумма
и произведение, которые обозначим, соответственно 𝑠 = 𝜈1 + 𝜈2 и 𝑡 = 𝜈1𝜈2.

Введем матрицу 𝑏 ∈ C2×2, удовлетворяющую условиям

𝑎11𝑏+ (𝑎12 + 𝑎21) 𝑏𝐽 + 𝑎22𝑏𝐽
2 = 0, det

(︂
𝑏 𝑏
𝑏𝐽 𝑏𝐽

)︂
.

Такая матрица существует, причем она обратима и определена с точностью
до умножения справа на обратимую матрицу, коммутирующую с 𝐽 . Анало-
гичным свойством обладает и матрица 𝑐 = −𝑎21𝑏 − 𝑎22𝑏𝐽 , которая также
обратима и вместе с 𝑏 играет большую роль.

Лемма 1. Матрицы 2𝐷11 = 𝑏
(︀
𝐽 − 𝐽*)︀𝑏−1, 𝐷21 = 𝑐𝑏−1, 𝐷12 = 𝑏𝑐−1, где

𝑥* означает присоединенную матрицу с элементами 𝑥*11 = 𝑥11, 𝑥*22 = 𝑥22,
𝑥*21 = −𝑥21, 𝑥*12 = −𝑥12, и однородные степени нуль матрицы-функции

𝐵(𝜉) = 𝑏(−𝜉2 + 𝜉1𝐽)(𝜉1 + 𝜉2𝐽)
−1𝑏−1, 𝐶(𝜉) = 𝑐(−𝜉2 + 𝜉1𝐽)(𝜉1 + 𝜉2𝐽)

−1𝑐−1

переменной 𝜉 = 𝜉1 + 𝑖𝜉2 ∈ C зависят только от коэффициентов системы
(1). Точнее, их элементы являются рациональными функциями переменных
𝑠, 𝑡 и модулей упругости 𝛼1, . . ., 𝛼6. Это же верно и для вещественных
матриц-функций

𝐻11(𝜉) = Im[𝐵(𝜉)], 𝐻12(𝜉) = Im
[︀
(𝑐𝑏−1)𝐵(𝜉)

]︀
,

𝐻22(𝜉) = Im[𝐶(𝜉)], 𝐻12(𝜉) = Im
[︀
(𝑏𝑐−1)𝐶(𝜉)

]︀
.

(2)

Введем пару вещественных функций

𝑝(𝑛, 𝜉) = |𝜉|−2
(︀
𝑛1𝜉1 + 𝑛2𝜉2

)︀
, 𝑞(𝑛, 𝜉) = |𝜉|−2

(︀
𝑛1𝜉2 − 𝑛2𝜉1

)︀
двух переменных, которые линейны по 𝑛 и однородны степени −1 по 𝜉.

Пусть область 𝐷 ограничена ляпуновским контуром Γ, 𝑑1𝑡 есть элемент
длины дуги и 𝑛(𝑡) означает единичный вектор внешней нормали в точке 𝑡 ∈ Γ.
Очевидно, для скалярной вещественной функции 𝜙 ∈ 𝐿1(Γ) пара равенств

(𝑃𝜙)(𝑧) =
1

𝜋

∫︁
Γ
𝑝[𝑛(𝑡), 𝑡−𝑧]𝜙(𝑡)𝑑1𝑡, (𝑄𝜙)(𝑧) =

1

𝜋

∫︁
Γ
𝑞[𝑛(𝑡), 𝑡−𝑧]𝜙(𝑡)𝑑1𝑡, 𝑧 ∈ 𝐷,
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определяют, соответственно, гармоническую в 𝐷 функцию и сопряженную
к ней функцию. Первая из них представляет собой классический потенциал
двойного слоя.

Точно также, исходя из суммируемой вектор-функции 𝜙 = (𝜙1, 𝜙2) на Γ,
рассмотрим интегралы

(𝑃𝑘𝑟𝜙)(𝑧) =
1

𝜋

∫︁
Γ

𝑝[𝑛(𝑡), 𝑡− 𝑧]𝜙(𝑡)𝐻𝑘𝑟(𝑡− 𝑧)𝑑1𝑡, 𝑘, 𝑟 = 1, 2,

с матрицами-функциями (2). Аналогичные операторы, где роль 𝑧 ∈ 𝐷 играет
точка 𝑡0 ∈ Γ, обозначим 𝑃 *

𝑘𝑟, в рассматриваемом случае ляпуновского контура
Γ их ядра имеют слабую особенность, так что эти операторы компактны в
пространстве 𝐿𝑝(Γ), 1 < 𝑝 <∞.

Теорема 1. Каждая пара равенств 𝑢 = 𝑃11𝜙, 𝑣 = Im
(︀
𝑐𝑏−1

)︀
𝑄𝜙 − 𝑃21𝜙 и

𝑣 = 𝑃22𝜙, 𝑢 = Im
(︀
𝑏𝑐−1

)︀
𝑄𝜙 − 𝑃12𝜙 определяет решение 𝑢 системы Ламе, и

сопряженную к ней функцию 𝑣.
В несколько ином виде эта теорема приведена в [3, 4], где, в частности,

роль 𝑄 играет −𝑄.
Введем для решений системы (1) класс Харди, который как и для ана-

литических или гармонических функций определяется следующим образом.
Пусть Γ ∈ 𝐶1,𝜇 и последовательность контуров Γ𝑛 ⊆ 𝐷, 𝑛 = 1, 2, . . ., сходит-
ся к Γ в этом классе, т.е. существуют такие диффеоморфные отображения
𝛼𝑛 контура Γ на Γ𝑗 , что 𝛼𝑛(𝑡) − 𝑡 → 0 при 𝑛 → ∞ по норме пространства
𝐶1,𝜇(Γ). Тогда для 1 < 𝑝 < ∞ класс 𝐻𝑝(𝐷) состоит из решений 𝑢 системы
(1), для которых 𝐿𝑝− нормы на контурах Γ𝑛 равномерно ограничены. Ана-
логичным образом этот класс определяется и для функций, сопряженных к
этим решениям.

Для аналитических функций это определение обобщает классический класс
Харди в единичном округе и принадлежит В. И. Смирнову, М. А. Лаврен-
тьеву и М. В. Келдышу [5]. В этом случае для него также используется обо-
значение 𝐸𝑝(𝐷).

Теорема 2. (𝑎) Относительно нормы

|𝑢| = sup𝑛=1,2,... |𝑢|𝐿𝑝(Γ𝑛)

пространство 𝐻𝑝(𝐷) банахово. При этом его элементы 𝑢 допускают угло-
вые предельные значения 𝑢+(𝑡) для почти всех 𝑡 ∈ Γ, функция 𝑢+ принадле-
жит 𝐿𝑝(Γ) и оператор 𝑢→ 𝑢+ ограничен 𝐻𝑝(𝐷) → 𝐿𝑝(Γ).

(𝑏) Сопряженная функция 𝑣 к решению 𝑢 ∈ 𝐻𝑝(𝐷) системы (1) также
принадлежит 𝐻𝑝(𝐷), причем отображение 𝑢→ 𝑣, где 𝑣(𝑧0) = 0 в фиксиро-
ванной точке 𝑧0 ∈ 𝐷, ограничено в 𝐻𝑝.

(𝑐) Операторы 𝑃𝑘𝑘, 𝑘 = 1, 2, ограничены 𝐿𝑝(Γ) → 𝐻𝑝(𝐷), 𝐶(Γ) → 𝐶(𝐷) и
при дополнительном предположении Γ ∈ 𝐶1,𝜈 ограничены 𝐶𝜇(Γ) → 𝐶𝜇(𝐷),
𝐶1,𝜇(Γ) → 𝐶1,𝜇(𝐷), 0 < 𝜇 < 𝜈, а операторы 𝑃 *

𝑘𝑘 компактны в каждом из
пространств 𝐿𝑝(Γ), 𝐶(Γ), 𝐶𝜇(Γ), 𝐶1,𝜇(Γ). При этом имеет место формула
граничных значений (𝑃𝑘𝑘𝜙)

+ = 𝜙+ 𝑃 *
𝑘𝑘𝜙.

Для аналитических и гармонических функций утверждения теоремы 2
хорошо известны, в частности, для гармонических функций предложение (b)
составляет классическую теорему М. Рисса [5].
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Область 𝐷 вообще говоря многосвязна и может быть как конечной, так и
бесконечной (т.е. содержать внешность некоторого круга), удобно этот факт
указывать значением 𝜎𝐷, принимающей значения, соответственно, 1 и 0. В
последнем случае решение (1) подчиняется условию grad𝑢 = 𝑂(|𝑧|−2) при
𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 → ∞. Сопряженная функция 𝑣 к 𝑢 может быть многозначной, т.е.
допускать приращения при обходе связных компонент границы. Характер
многозначности можно фиксировать следующим образом. Пусть контур Γ
составлен из 𝑚 простых контуров, один из которых в случае 𝜎𝐷 = 1 является
внешним.

Лемма 2. Существует конечномерное пространство 𝑈 ⊆ 𝐶1(𝐷) (𝑉 ⊆
𝐶1(𝐷)) размерности 2(𝑚−1) решений 𝑢 системы Ламе (сопряженных функ-
ций 𝑣 к решениям этой системы), для ненулевых элементов которого со-
пряженная функция (решение системы Ламе, сопряженная к которому сов-
падает с 𝑣) многозначна. При этом существует такой оператор 𝒫 (𝒬)
проектирования класса всех решений 𝑢 системы Ламе (сопряженных функ-
ций к решениям этой системы) в области 𝐷 на 𝑈 ( 𝑉 ), что сопряженная
функция к 𝑢 − 𝒫𝑢 (решение системы Ламе, сопряженное к 𝑣 − 𝒬𝑣) всегда
однозначна.

Интегралы 𝑃11𝜙 естественно назвать обобщенными потенциалами двой-
ного слоя для системы Ламе, и аналогичный смысл имеет этот термин для
интегралов 𝑃22𝜙 по отношению к сопряженным функциям. Возникает вопрос
о том, в какой мере эти интегралы описывают решения 𝑢 ∈ 𝐻𝑝 системы Ламе
и, соответственно, сопряженные к ним функции 𝑣 ∈ 𝐻𝑝.

Теорема 3. (𝑎) Любое решение 𝑢 ∈ 𝐻𝑝(𝐷), 1 < 𝑝 < ∞, системы Ламе
(функция 𝑣 ∈ 𝐻𝑝(𝐷), 1 < 𝑝 < ∞, сопряженная к решению этой системы)
единственным образом представляется в виде

𝑢 = 𝑃11𝜙+ 𝒫𝑢+
(︀
1− 𝜎𝐷

)︀
𝜉
(︀
𝑣 = 𝑃22𝜙+𝒬𝑣 + (1− 𝜎𝐷)𝜉

)︀
, (3)

где 𝜉 ∈ R2 и 𝜙 =
(︀
𝜙1, 𝜙2

)︀
∈ 𝐿𝑝(Γ) удовлетворяет условиям ортогональности

всем вектор-функциям, постоянным на связных компонентах Γ и равным
нулю на внешнем контуре в случае 𝜎𝐷 = 1.

(𝑏) Пусть Γ ∈ 𝐶1,𝜈 , 0 < 𝜇 < 𝜈, и в условиях (𝑎) функции 𝑢 или 𝑣 принадле-
жат одному из классов 𝐶(𝐷), 𝐶𝜇(𝐷), 𝐶1,𝜇(𝐷). Тогда в их представлении (3)
функция 𝜙 принадлежит соответствующим классам 𝐶(Γ), 𝐶𝜇(Γ), 𝐶1,𝜇(Γ).

Из этой теоремы совместно с леммой 2, в частности, следует, что опера-
торы 𝑃𝑘𝑘 фредгольмовы 𝐻𝑝(Γ) → 𝐿𝑝(Γ), 𝐶(Γ) → 𝐶(𝐷), 𝐶𝜇(Γ) → 𝐶𝜇(𝐷) и
𝐶1,𝜇(Γ) → 𝐶1,𝜇(𝐷), причем их индекс равен нулю, а размерности ядра и кояд-
ра — равны 2(𝑚−𝜎𝐷). Эта теорема анонсирована в [3] и приведена с полным
доказательством в [4].

Утверждение (a) теоремы для 𝑢 позволяет осуществить эквивалентную
редукцию задачи Дирихле 𝑢+ = 𝑓 в каждом из четырех классов 𝐻𝑝, 𝐶, 𝐶𝜇,
𝐶1,𝜇 к системе, полученной соответствующим конечномерным возмущением
граничного интегрального уравнения Фредгольма второго рода 𝜙+𝑃 *

11𝜙 = 𝑓 .
Точно также обстоит дело со второй краевой задачей, в которой задана нор-
мальная компонента 𝜎𝑛 = 𝜎(1)𝑛1 + 𝜎(2)𝑛2 тензора напряжений на границе.
Ее можно переформулировать по отношению к задаче Дирихле для сопря-
женной функции 𝑣 и, таким образом, рассматривать ее в указанных выше
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классах. Тогда она сводится к системе, полученной конечномерным возму-
щением уравнения 𝜙+ 𝑃 *

22𝜙 = 𝑓 .
Остановимся подробнее на структуре матриц-функций (2).
Лемма 3. В обозначениях леммы 1 в терминах скалярных

𝜔(𝜉) =
(︀
𝜉1 + 𝜈1𝜉2

)︀(︀
𝜉1 + 𝜈2𝜉2

)︀
= 𝜉21 + 𝑠𝜉1𝜉2 + 𝑡𝜉22 , 2𝜔1(𝜉) = 𝑠𝜉21 + 2𝑡𝜉1𝜉2 + 𝑠𝑡𝜉22

и матричных

Ω(𝜉) =

(︂
(𝑡− 1)𝜉1𝜉2 + 𝑠𝜉21 𝑡|𝜉|2

−|𝜉|2 (𝑡− 1)𝜉1𝜉2 − 𝑠𝜉22

)︂
, Ω1(𝜉) =

(︂
𝜉1𝜉2 𝜉21
𝜉22 𝜉1𝜉2

)︂
квадратичных форм однородные степени 2 матрицы-функции

𝐺𝑘𝑟(𝜉) = |𝜉|−2|𝜔(𝜉)|2𝐻𝑘𝑟(𝜉)

выражаются равенствами:

𝐺11(𝜉) = Im
[︀
𝜔1(𝜉) + 𝜔(𝜉)𝐷11

]︀
, 𝐺22(𝜉) = Im

[︀
Ω1(𝜉)𝐷22

]︀
,

𝐺21(𝜉) = |𝜉|−2Re[𝜔(𝜉)Ω(𝜉)]
(︀
Im𝐷21

)︀
+𝐺22(𝜉)

(︀
Re𝐷21

)︀
,

𝐺12(𝜉) = |𝜉|−2
(︀
Im𝐷12

)︀
Re[𝜔(𝜉)Ω(𝜉)] +

(︀
Re𝐷12

)︀
𝐺22(𝜉),

где матрица 𝐷22 имеет своими элементами(︀
𝐷22

)︀
11

=
(︀
𝐷22

)︀
22

= 𝑡 и
(︀
𝐷22

)︀
21

= 𝑠,
(︀
𝐷22

)︀
12

= 𝑠𝑡.

В несколько ином виде эта лемма приведена в [4,6]. В общем анизотропном
случае явные выражения элементов матриц𝐷𝑘𝑟 очень громоздки. Положение
упрощается в ортотропном случае, когда 𝛼5 = 𝛼6 = 0. В этом случае характе-
ристическое уравнение системы (1) биквадратно и симметричные комбинации
𝑠 = 𝜈1 + 𝜈2, 𝑡 = 𝜈1𝜈2 его корней в верхней полуплоскости выражаются через
модули упругости по формулам 𝑠 = 𝑖𝜌0, 𝑡 = 𝜌2, где положительные числа 𝜌
и 𝜌0 определяются равенствами

𝜌2 =

√︂
𝛼1

𝛼2
, 𝜌20 =

𝛼1𝛼2 − 𝛼2
4 + 2𝛼3

(︀√
𝛼1𝛼2 − 𝛼4

)︀
𝛼2𝛼3

.

В этом случае для однородных степени 2 матриц-функций 𝐺𝑘𝑟(𝜉) в лемме
1(b) имеем выражения

𝐺11(𝜉) =
𝜌0
𝛼′

(︂
𝜌2
(︀
𝛼2𝜉

2
1 + 𝛼3𝜉

2
2

)︀ (︀
𝛼3 + 𝛼4

)︀
𝜉1𝜉2

𝜌2
(︀
𝛼3 + 𝛼4

)︀
𝜉1𝜉2 𝛼3𝜉

2
1 + 𝛼1𝜉

2
2

)︂
, 𝐺22(𝜉) = 𝜌0

(︂
𝜉21 𝜌2𝜉1𝜉2
𝜉1𝜉2 𝜌2𝜉22

)︂
,

𝐺21(𝜉) =
𝛼3𝜌0𝜌

2

𝛼′

(︂
𝜉1𝜉2|𝜉|−2𝜔(1)(𝜉) −𝛼2𝜔0(𝜉)− 𝛼0𝜌

−2𝜉21
𝛼2𝜔0(𝜉) + 𝛼0𝜉

2
2 𝜌−2𝜉1𝜉2|𝜉|−2𝜔(2)(𝜉)

)︂
,

𝐺12(𝜉) =
𝜌0𝜌

2

𝛼′′

(︂
−𝜌−2𝜉1𝜉2|𝜉|−2𝜔(1)(𝜉) 𝜌2𝛼2𝜔0(𝜉)− 𝛼0𝜉

2
2

−𝛼2𝜔0(𝜉) + 𝛼0𝜌
−2𝜉21 −𝜉1𝜉2|𝜉|−2𝜔(2)(𝜉)

)︂
,
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где для краткости положено 𝛼′ = 𝛼3+
√
𝛼1𝛼2, 𝛼

′′ = 𝛼1𝛼2−𝛼2
4, 𝛼0 =

√
𝛼1𝛼2−𝛼4

и введены квадратичные формы 𝜔0(𝜉) = 𝜉21 − 𝜌2𝜉22 и

𝜔(𝑗)(𝜉) = 𝜉1𝜉2|𝜉|−2[𝛼2(𝜌
2 + 1)ℎ0(𝜉) + (−1)𝑗(𝛼2𝜌

2
0𝜉

2
𝑗 − 𝛼0|𝜉|2)], 𝑗 = 1, 2.

Эти формулы еще более упрощаются в случае изотропной среды, когда
для ортотропной среды выполнены соотношения 𝛼1 = 𝛼2 = 2𝛼3 + 𝛼4 или,
что равносильно, 𝜌 = 1, 𝜌0 = 2. В этом случае имеем кратный корень 𝜈 = 𝑖,
выполнено неравенство 𝛼1 > 𝛼3 и в обозначениях положительной постоянной
æ = (𝛼1 + 𝛼3)/(𝛼1 − 𝛼3) и квадратичной формы 𝜔0(𝜉) = 𝜉21 − 𝜉22 получаются
особенно простые выражения

𝐺11(𝜉) =
1

æ

(︂
æ|𝜉|2 + 𝜔0(𝜉) 2𝜉1𝜉2

2𝜉1𝜉2 æ|𝜉|2 − 𝜔0(𝜉)

)︂
, 𝐺11(𝜉) =

(︂
2𝜉21 2𝜉1𝜉2
2𝜉1𝜉2 2𝜉22

)︂
,

𝐺21(𝜉) =
𝛼3

æ

(︂
−4𝜉1𝜉2 −(æ− 1)|𝜉|2 − 2𝜔0(𝜉)

(æ− 1)|𝜉|2 − 2𝜔0(𝜉) 4𝜉1𝜉2

)︂
,

𝐺12(𝜉) =
1

4𝛼3

(︂
4𝜉1𝜉2 −(æ− 1)|𝜉|2 + 2𝜔0(𝜉)

(æ− 1)|𝜉|2 + 2𝜔0(𝜉) −4𝜉1𝜉2

)︂
для матриц 𝐺𝑘𝑟.
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Математическое моделирование и краевые задачи
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О параболо-параболической модели одной экологической
проблемы

Ж. О. Тахиров
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Узбекистан, 100125, Ташкент, ул. М. Улугбека, 81.

Аннотация
В работе предлагается математическая модель взаимодействия за-

грязнения с окружающей средой. Модель в виде системы двух парабо-
лических уравнений содержит реакционно-диффузионные и логистиче-
ские члены. Проводится исследование модели. Установлены априорные
оценки и доказана однозначная разрешимость задачи.

Ключевые слова: математическая модель, реакция-диффузия, апри-
орные оценки.

Загрязнение атмосферного воздуха является одной из самых серьезных
экологических проблем многих промышленных регионов.

Возникает необходимость в решении задачи оценок и моделирования рас-
пространения загрязняющих частиц с целью предотвращения или уменьше-
ния их воздействия на экосистему.

Пусть в начальный момент времени происходит выброс загрязнения в
окружающую среду концентрации 𝑢0. Основное предположение данной мо-
дели состоит в том, что окружающая среда активно абсорбирует и пере-
рабатывает загрязнение вплоть до некоторого предела. Анализ этой моде-
ли показывает, что в системе «окружающая среда — загрязнение» возможно
три качественно различных сценария. Во-первых, при малых выбросах за-
грязнения наблюдается устойчивая ситуация, когда загрязнения полностью
перерабатывается окружающей средой. При увеличении мощности выбросов
загрязнения устанавливается так называемая бистабильная ситуация: в зави-
симости от внешних условий и случайных причин природа может находится
в удовлетворительном состоянии, но может и погибнуть. Третья ситуация—
полное вымирание природы, экологическая катастрофа.

В настоящее время остается ряд сложных в математическом отношении
задач, связанных с краткосрочными прогнозами распространения загрязня-
ющих веществ в природной среде. Оперативное решение подобных прогно-
стических задач требует разработки нестационарных моделей массопереноса
в условиях турбулентной атмосферы и создания алгоритмов и численных
методов решения соответствующих математических уравнений и их систем в
ограниченных пространственно-временных интервалах [1, 2].
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Известно, что активные примеси в процессе распространения в атмосфере
вступает в химические реакции с водяным паром или другими компонентами
атмосферы и переходит из одного химического состояния в другое, изменяя
при этом характер токсичности в отношении к окружающей среде.

Следовательно, считаем нужным модификацию модели в виде параболи-
ческого уравнения посредством включения реакционно-диффузионного чле-
на, что приводит к так называемой логистической модели. А в настоящее
время логистические модели широко применяются при описании различных
физических и биологических процессов [3, 4]. Автор логистических моделей
П. Ферхюльст выскзал догадку, что в случае очень быстрого роста концен-
трации должны включаться механизмы саморегуляции. Квадратичный член
в правой части уравнения отражает внутренние взаимодействия, которые
ограничивают рост концентрации.

Общая идея моделей взаимодействующих популяций [5] может быть при-
менима и к системе «загрязнение-природа».

Предположим, что загрязнение находится в постоянном взаимодействии с
окружающей средой; окружающая среда оказывает очищающий эффект на
загрязнение; система загрязнение-окружающая среда рассматривается как
замкнутая.

Пусть 𝑢(𝑡, 𝑃 )(𝑣(𝑡, 𝑃 ))—концентрация загрязнения (плотность биомассы)
в момент времени 𝑡 в точке 𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑡) и Ω— ограниченная область в 𝑅3 с
гладкой границей 𝜕Ω и внешней нормалью 𝜈.

Предлагается модель в виде краевой задачи для двухкомпонентной нели-
нейной системы вида:⎧⎨⎩𝑢𝑡 = 𝑑1Δ𝑢+∇ · (𝜃𝑢) + 𝑟1𝑢

(︁
1− 𝑢

𝐾1

)︁
− 𝑎1𝑢𝑣

𝑏1+𝑐1𝑢
в 𝑄𝑇 ,

𝑣𝑡 = 𝑑2Δ𝑣 +∇ · (𝜃𝑣) + 𝑟2𝑣
(︁
1− 𝑣

𝐾2

)︁
− 𝑎2𝑢𝑣

𝑏2+𝑐2𝑢
в 𝑄𝑇 ,

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) > 0, 𝑣(0, 𝑥) = 𝑣0(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ Ω,

𝜕𝑢

𝜕𝜈
=
𝜕𝑣

𝜕𝜈
= 0 на 𝑆𝑇 .

Здесь 𝑑𝑖(𝑖 = 1, 2) коэффициенты диффузии, 𝜃 = 𝜃𝑥𝑖+ 𝜃𝑦𝑗 + 𝜃𝑧𝑘 (𝑖, 𝑗, 𝑘— еди-
ничные векторы в направнении осей 𝑥, 𝑦, 𝑧) — вектор скорости частиц воз-
духа, 𝑟𝑖𝑣

(︁
1− 𝑣

𝐾𝑖

)︁
—логистический рост скорости компонент, 𝑓𝑖 = 𝑎𝑖𝑢𝑣

𝑏𝑖+𝑐𝑖𝜉
(где

𝜉 = 𝑢 при 𝑖 = 1, 𝜉 = 𝑣 при 𝑖 = 2) — трофические функции (или же функции
взаимодействия), 𝑓1 > 0— описывается распад и химические превращения
загрязнения (т.е. абсорбирование и переработку загрязнения окружающей
средой), 𝑓2 > 0—член, описывающий деструктивное влияние загрязнения
на окружающую среды, 𝐾1 —предельное значение концентрации загрязне-
ния, 𝐾2 —предельное значение биомассы, 𝑟1 — скорость роста концентрации
загрязнения, 𝑟2 — скорость роста концентрации биомассы; 𝑏1

𝑎1
= 𝜆1 > 0 опи-

сывает степень влияния природы на загрязнение: чем больше его величина,
тем меньше степень поглощения загрязнения живой природой и наоборот;
𝑏2
𝑎2

= 𝜆2 > 0— степень влияния загрязнения на природу.
Заключение. Исследования проведены по следующей схеме. Сначала

описывается схема построения математической модели.
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О параболо-параболической модели одной экологической проблемы

Далее при помощи 𝐿𝑝 —параболических оценок и оценок Шаудеровского
типа установлена глобальная однозначная классическая разрешимость зада-
чи.

При определенных ограничениях на данные задачи с помощью метода
покоординатного расщепления трехмерной задачи на систему трех связных
одномерных подзадач дается обоснование структуры алгоритма численного
эксперимента.

Библиографический список
1. Марчук Г. И. Математическое моделирование в проблемах окружающей среды. М.:

Наука, 1982. 320 с.
2. Наац В. И., Наац И. Э. Математиские модели и численные методы в задачах экологи-

ческого мониторинга атмосферы. М.: Физматлит, 2009. 328 с.
3. Cantrell R.S., Costner C. Spatial Ecology via Reaction-Diffusion Equations. England: Wiley,

2003. 428 pp.
4. Tao Y. Boundness in a chemotaxis model with oxygen consumption by bacteria // J. Math.

Anal. and Appl., 2011. vol. 381. pp. 521–529.
5. Pao C.V. Nonlinear parabolic and elliptic equations. New York: Plenum Press, 1992. 778 pp.

On the parabolic-parabolic model of one environmental
problem

J. O. Takhirov
Institute of Mathematics,
81, M. Ulugbek str., Tashkent, 100125, Uzbekistan.

Abstract

The paper proposes a mathematical model of the interaction of pollution
with the environment. The model in the form of a system of two parabolic
equations contains reaction-diffusion and logistic terms. A study of the
model. A priori estimates are established and the unique solvability of the
problem is proved.

Keywords: mathematical model, reaction-diffusion, a priori estimates.

Please cite this article in press as:
Ta kh i r o v J. O. On the parabolic-parabolic model of one environmental problem, In: Proceed-
ings of the Eleventh All-Russian Scientific Conference with International Participation “Mathe-
matical Modeling and Boundary Value Problems” (May, 27–30, 2019, Samara, Russian Federa-
tion), Vol. 2, Samara State Technical Univ., Samara, 2019, pp. 91–93 (In Russian).
Author’s Details:
Jozil O. Takhirov http://orcid.org/0000-0002-0023-5673
Doct. Phys. & Math. Sci., Professor; Head of Dept.; Dept. of Mathematical Modeling of
Nonlinear Systems; e-mail: prof.takhirov@yahoo.com

93

http://orcid.org/0000-0002-0023-5673
http://orcid.org/0000-0002-0023-5673
mailto:prof.takhirov@yahoo.com


Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Нелинейная задача Флорина для квазилинейного
уравнения диффузии с учетом нелинейной конвекции

Р. Н. Тураев
Институт Математики имени В. И. Романовского,
Узбекистан, 100041, Ташкент, Улица Мирзо Улугбека, 81.

Аннотация

В настоящей работе изучается нелокальная задача со свободной грани-
цей типа Флорина для квазилинейного параболического уравнения с
учетом нелинейной конвекции. Установлены априорные оценки Шау-
дерского типа. На основе установленных оценок исследуется поведение
свободной границы в рассматриваемом промежутке времени, доказыва-
ется единственность решения первоначальной задачи. В итоге доказы-
вается существование решения полученной и первоначальной задач при
помощи метода неподвижной точки Шаудера.

Ключевые слова: нелокальная задача Флорина, уравнение диффузии,
априорные оценки Шаудерского типа, нелинейная конвекция, принцип
экстремума, существование и единственность решения.

Введение. Требования современной науки и техники приводят к необ-
ходимости рассматривать нелокальные задачи со свободной границей для
различных параболических уравнений. Задачи со свободной границей с нело-
кальными граничными условиями используются для математического моде-
лирования процессов загрязнения в реках, морях, вызываемого сточными во-
дами [1].

В настоящей работе изучается нелокальная задача со свободной границей
типа Флорина для квазилинейного параболического уравнения с учетом нели-
нейной конвекции.

Постановка задачи. Требуется найти на некотором отрезке 0 < 𝑡 6 𝑇
непрерывно дифференцируемую функцию 𝑠(𝑡) такую, что 𝑠(0) = 𝑠0 > 0,
0 < 𝑠̇(𝑡) 6 𝑁 , 𝑠(𝑡)— удовлетворяет условию Гельдера, а функция 𝑢(𝑡, 𝑥) в
области 𝐷 = {(𝑡, 𝑥) : 0 < 𝑡 6 𝑇, 0 < 𝑥 < 𝑠(𝑡)} удовлетворяет уравнению

𝑢𝑡(𝑡, 𝑥) = 𝑎
(︀
𝑢𝑥
)︀
𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝑥) + 𝑏

(︀
𝑢𝑥
)︀
𝑢2𝑥(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, (1)

и следующим начальным и граничным условиям

𝑢(0, 𝑥) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑠0, (2)
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𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝜓(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇, (3)
𝛼𝑢(𝑡, 0)) = 𝑢(𝑡, 𝑠(𝑡)), 0 6 𝑡 6 𝑇, (4)
𝑢𝑥(𝑡, 𝑠(𝑡)) = 𝜔(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇. (5)

В одномерном пространстве уравнение диффузии конвекции с нелиней-
ным членом может быть записано в следующем общем виде:

𝑢𝑡 = 𝑎𝑢𝑥𝑥 +
(︀
𝑏(𝑢)

)︀
𝑥
.

В этой формулировке представлены коэффициент диффузии, 𝑏(𝑢)—нели-
нейная функция конвективного потока, 𝑏′(𝑢)—может рассматриваться как
нелинейная скорость [2].

Нелинейные задачи диффузии со свободными граничными условиями обыч-
но используются для описания расширения и распространения биологиче-
ских видов или химических веществ, а свободная граница используется для
представления границы этого расширения [2].

В нашем случае в уравнении (1) коэффициент диффузии 𝑎
(︀
𝑢𝑥
)︀
задан в

нелинейным форме, а нелинейный поток 𝑏
(︀
𝑢𝑥
)︀
𝑢2𝑥(𝑡, 𝑥)— также задан в нели-

нейном виде.
Относительно данных задач в работе предполагаем, что для заданных

функций выполнены следующие основные условия:
1) функции 𝑎

(︀
𝑢𝑥
)︀
и 𝑎′

(︀
𝑢𝑥
)︀
определены и непрерывны для любого значения

аргумента и ограничены на любом замкнутом множестве аргумента,
причем 𝑎

(︀
𝑢𝑥
)︀
> 𝑎0 > 0, 𝑏

(︀
𝑢𝑥
)︀
6 −𝑏0 < 0;

2) постоянные 𝛼, 𝑠0 удовлетворяют неравенствам −1<𝛼<0, 𝑠(0)=𝑠0 > 0;
3) 𝜙(𝑥) трижды, 𝜓(𝑡), 𝜔(𝑡) один раз — непрерывно дифференцируемые

функции, 𝜙′′′(𝑥), 𝜓′(𝑡), 𝜔′(𝑡)— удовлетворяют условию Гельдера;
4) выполнены условия согласования в угловых точках (в т.ч. в рассматри-

ваемых вспомогательных задачах), в частности 𝜙′(0) = 𝜓(0), 𝛼𝜙(0) =
𝜙(𝑠0), 𝜙′(𝑠0) = 𝜔(0).

Исследование проводится по следующей схеме. Сначала устанавливаются
некоторые априорные оценки для решений 𝑠(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑥) и их производных, а
также исследуются характер и гладкость свободной границы 𝑠(𝑡). Для этого,
продифференцировав уравнение (1) в 𝐷 по 𝑥, для 𝑢𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝑣(𝑡, 𝑥) получим
следующую задачу:

𝑣𝑡(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑣)𝑣𝑥𝑥(𝑡, 𝑥) + 𝑎′𝑣(𝑣) · 𝑣2𝑥(𝑡, 𝑥) + 𝑏′𝑣(𝑣) · 𝑣2(𝑡, 𝑥) · 𝑣𝑥(𝑡, 𝑥)+
+ 2𝑏(𝑣)𝑣(𝑡, 𝑥) · 𝑣𝑥(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, (6)

𝑣(0, 𝑥) = 𝜙′(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑠0, (7)
𝑣(𝑡, 0) = 𝜓(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇, (8)
𝑣(𝑡, 𝑠(𝑡)) = 𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑇, (9)

𝜔(𝑡) · 𝑠̇(𝑡) = 𝛼𝑎
(︀
𝜓(𝑡)

)︀
𝑣𝑥(𝑡, 0)− 𝑎

(︀
𝜔(𝑡)

)︀
𝑣𝑥
(︀
𝑡, 𝑠(𝑡)

)︀
+ 𝛼𝑏

(︀
𝜓(𝑡)

)︀
𝜓2(𝑡)−

− 𝑏
(︀
𝜔(𝑡)

)︀
𝜔2(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇. (10)
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Алгоритм исследования следующий. Сначала задача сводится к задаче
типа Стефана и доказывается их эквивалентность. Далее, устанавливается
априорные оценки свободной границы и решений и их производных в норме
Гельдера. На основе установленных оценок исследуется поведение свободной
границы в рассматриваемом промежутке времени, доказывается единствен-
ности решения первоначальной задачи. И в итоге доказывается существо-
вание решения полученный и первоначальной задачи при помощи методом
неподвижной точки Шаудера [1, 3].

Заключение. Установлены априорные оценки шаудерского типа. На ос-
нове установленных оценок изучена поведение свободной границе. Установ-
лен эквивалентность задачи (1)–(5) и (6)–(10). Далее доказаны теорема един-
ственности задачи (1)–(5) и существование решение задачи (6)–(10).
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Об одной нелокальной задаче для нагруженного
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Аннотация

В работе исследуется нелокальная внутреннекраевая задача с усло-
виями Бицадзе-Самарского в параболической части области для нагру-
женного модельного уравнения смешанного гиперболо-параболического
типа с вырождением порядка в области его гиперболичности. Доказана
теорема существования и единственности решения исследуемой задачи.

Ключевые слова: нагруженное уравнение, уравнение смешанного ти-
па, гиперболо-параболическое уравнение, нелокальная задача, задача
Бицадзе—Самарского, внутренне-краевая задача.

Введение. Рассмотрим нагруженное [1] модельное уравнение гиперболо-
параболического типа с вырождением порядка в области его гиперболичности{︂

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 + 𝜆1𝑢(𝑥1, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑦 > 0,
𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑐𝑢+ 𝜆2𝑢(𝑥2, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0

(1)

в области Ω, ограниченной отрезками прямых 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑟, 𝑦 = 𝑇 > 0 при
𝑦 > 0, характеристиками 𝑥−𝑦 = 0, 𝑥−𝑦 = 𝑟 уравнения (1) и отрезком прямой
𝑦 = 𝑥2 − 𝑟 при 𝑦 < 0; 𝑥1 ∈ [0, 𝑟], 𝑥2 ∈ [0, 𝑟[; 𝜆𝑖, 𝑐— заданные постоянные,
𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)— заданные функции, 𝑖 = 1, 2.

Краевые задачи для модельных нагруженных уравнений смешанных ти-
пов с нагруженным слагаемым 𝜆𝑢(𝑥, 0) и вырождением порядка в области
его гиперболичности как в ограниченной, так и в неограниченной областях
исследованы в монографии [1, с. 159, с. 176]. В работе [2] для однородного
уравнения (1) в области Ω исследована локальная краевая задача с условия-
ми на боковых частях границы в параболической части области.

1. Постановка задачи. Через Ω1 и Ω2 обозначим параболическую и
гиперболическую части смешанной области Ω соответственно, а через 𝐽- ин-
тервал 0 < 𝑥 < 𝑟 прямой 𝑦 = 0.

Определение. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем
функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) из класса 𝐶(Ω̄)∩𝐶1(Ω)∩𝐶2

𝑥(Ω1), удовлетворяющую уравне-
нию (1) в Ω1 ∪ Ω2.
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Для уравнения (1) исследуется следующая
Задача BS. Найти регулярное в области Ω решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения

(1), удовлетворяющее условиям:

𝑢(0, 𝑦) = 𝜙0(𝑦), 0 6 𝑦 6 𝑇, (2)
𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝛼(𝑦)𝑢(𝑟, 𝑦) + 𝛽(𝑦), 0 < 𝑥0 < 𝑟, (3)

где 𝜙0(𝑦), 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦)— заданные функции, 𝛼(𝑦) ̸= 0.
Замечание 1. Заметим, что если 𝑥0 = 0 при 𝛼(𝑦) ̸= 0 или 𝑥0 = 𝑟 при

𝛼(𝑦) ̸= 1 задача (2), (3) переходит в локальную краевую задачу, которая для
уравнения (1) исследована в [2]. Если же при этом не выполнены указанные
условия относительно 𝛼(𝑦), то задача становится некорректной.

Для параболического уравнения задача Бицадзе—Самарского c нелокаль-
ным условием (3) была исследована в работе [3]. В работе [4] исследуются
различные локальные и нелокальные краевые задачи для нагруженных урав-
нений гиперболического типа, и в том числе рассмотрена задача для модель-
ного параболического уравнения с условиями, обобщающими условия (3), и
ее практические приложения. В [5] для уравнения эллиптического типа обще-
го вида рассмотрена нелокальная задача с условиями, обобщающими условие
(3), на обеих боковых сторонах прямоугольной области. В работах [6, 7] со-
ответственно для модельного и нагруженного уравнений смешанного гипер-
боло-параболического типа второго порядка исследована внутреннекраевая
задача типа задачи Бицадзе—Самарского, содержащая в условии значения
искомой функции и ее первой производной.

2. Основной результат. Для задачи BS справедлива следующая
Теорема. Если 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶

(︀
Ω̄1

)︀
и удовлетворяет условию Гельдера по 𝑥,

𝜙0(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩ 𝐶1]0, 𝑇 [, 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶
(︀
Ω2 ∪ 𝐽

)︀
,(︂

1−
𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟)

𝛼(0)

)︂(︂
1 + 𝜆1

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥1, 𝜉)𝑑𝜉 + 𝜆2

∫︁ 𝑟

0
𝐺
(︀
𝑥2, 𝜉

)︀
𝑑𝜉

)︂
+

+
1

𝛼(0)

(︀
𝜆1𝐺𝜉

(︀
𝑥1, 𝑟

)︀
𝑑𝜉 + 𝜆2𝐺𝜉

(︀
𝑥2, 𝑟

)︀)︀ ∫︁ 𝑟

0
𝐺
(︀
𝑥0, 𝜉

)︀
𝑑𝜉 ̸= 0, (4)

где

𝐺(𝑥, 𝜉) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp([𝜉 − 𝑥]/2) sh(𝑝𝜉) sh(𝑝[𝑥− 𝑟])

𝑝 sh(𝑝𝑟)
, 0 6 𝜉 6 𝑥,

exp([𝜉 − 𝑥]/2) sh(𝑝𝑥) sh(𝑝[𝜉 − 𝑟])

𝑝 sh(𝑝𝑟)
, 𝑥 6 𝜉 6 𝑟;

𝑝 =
√
1− 4𝑐/2, 𝑝𝑟 ̸= 𝜋𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., то задача (1)–(3) имеет, и притом,

единственное решение.
Замечание 2. Из условия (4) легко получается условие 𝛼(0) ̸= 𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟),

которое возникает при решении задачи BS для ненагруженного или характе-
ристически нагруженного модельного уравнения вида (1).

Заключение. В работе найдены условия существования и единственно-
сти решения нелокальной внутреннекраевой задачи для нагруженного урав-
нения гиперболо-параболического типа с вырождением порядка в области его
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гиперболичности. В гиперболической части области решение задачи выписа-
но в явном виде, в параболической— выписано представление решения.
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Смешанная краевая задача в ограниченной области
для дифференциального уравнения с оператором
Бесселя и частной производной Римана—Лиувилля

Ф. Г. Хуштова
Институт прикладной математики и автоматизации — филиал
Федерального государственного бюджетного научного учреждения
«Федеральный научный центр «Кабардино-Балкарский научный
центр Российской академии наук»,
Россия, 360000, Нальчик, ул. Шортанова, 89 А.

Аннотация
Исследуется смешанная краевая задача в ограниченной области для

дифференциального уравнения параболического типа с оператором Бес-
селя, действующим по пространственной переменной, и частной произ-
водной дробного порядка по временной. Построена функция Грина и
явное представление решения рассматриваемой задачи. Показано, что
построенная функция Грина при частных значениях параметров сов-
падает с функцией Грина соответствующей смешанной краевой задачи
для уравнения теплопроводности.

Ключевые слова: оператор Римана—Лиувилля, оператор Бесселя, функ-
ция Бесселя, функция Миттаг—Леффлера, функция Грина.

Введение. В области Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, 0 < 𝑦 < 𝑇} рассмотрим
уравнение

𝐵𝑥𝑢(𝑥, 𝑦)−𝐷𝛼
0𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (1)

где

𝐵𝑥 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝑏

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
— оператор Бесселя [1], |𝑏| < 1; 𝐷𝛼

0𝑦 — оператор дробного дифференцирования
в смысле Римана—Лиувилля порядка 0 < 𝛼 6 1 [2, c. 11], [3, с. 14].

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию 𝑢 =
𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющую уравнению (1) в области Ω и такую, что 𝑦1−𝛼𝑢 ∈
𝐶
(︀
Ω̄
)︀
, 𝐵𝑥𝑢, 𝐷𝛼

0𝑦𝑢 ∈ 𝐶(Ω), Ω̄— замыкание области Ω.
1. Постановка задачи. Для уравнения (1) рассматривается следующая

смешанная краевая задача в прямоугольной области Ω.
Задача. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1), удов-

летворяющее краевым условиям

lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑟, (2)
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lim
𝑥→0

𝑥𝑏𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜈0(𝑦), 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜏𝑟(𝑦), 0 < 𝑦 < 𝑇, (3)

где 𝜙(𝑥), 𝜈0(𝑦) и 𝜏𝑟(𝑦)— заданные функции.
2. Вспомогательные сведения. Далее

𝐽𝜈(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝜈 + 𝑘 + 1)

(︁𝑧
2

)︁𝜈+2𝑘

—цилиндрическая функция Бесселя первого рода порядка 𝜈 [4, с. 132], [5,
с. 95];

𝐸 1
𝜌
(𝑧;𝜇) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝜇+ 𝑘𝜌)
, 𝜌 > 0,

—функция типа Миттаг—Леффлера [6, с. 117].
Обозначим 𝛽 = (1− 𝑏)/2,

𝐺𝛼,𝛽(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) =
2

𝑟2
𝑥𝛽𝜉𝛽

(𝑦 − 𝜂)1−𝛼
×

×
∞∑︁

𝑚=1

𝐽−𝛽

(︀
𝜆𝑚𝑥

)︀
𝐽−𝛽

(︀
𝜆𝑚𝜉

)︀
𝐽2
1−𝛽

(︀
𝜆𝑚𝑟

)︀ 𝐸 1
𝛼

(︀
− 𝜆2𝑚(𝑦 − 𝜂)𝛼;𝛼

)︀
,

где 𝜆𝑚 —положительные корни уравнения 𝐽−𝛽

(︀
𝜆𝑚𝑟

)︀
= 0, 𝑚 = 1, 2, . . ., зану-

мерованные в порядке их возрастания.
Функция 𝐺𝛼,𝛽(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) является функцией Грина задачи (2), (3) для

уравнения (1). В случае, когда 𝛼 = 1, 𝛽 = 1/2 (𝑏 = 0), в силу известных
представлений [3, с. 142], [5, с. 118]

𝐽 1
2
(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
sin 𝑧, 𝐽− 1

2
(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
cos 𝑧, 𝐸1(−𝑧; 1) = 𝑒−𝑧,

она совпадает с функцией Грина соответствующей смешанной краевой задачи
для уравнения теплопроводности 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)− 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 0 [7, с. 182]:

𝐺1,1/2(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂) =
2

𝑟

∞∑︁
𝑚=1

cos
(2𝑚+ 1)𝜋

2𝑟
𝑥 · cos (2𝑚+ 1)𝜋

2𝑟
𝜉 · 𝑒−

(2𝑚+1)2𝜋2

4𝑟2
(𝑦−𝜂).

3. Основной результат. Справедлива следующая
Теорема. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑟], 𝑦1−𝛼𝜈0(𝑦), 𝑦1−𝛼𝜏𝑟(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] и выполнено

условие согласования lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝜏𝑟(𝑦) = 𝜙(𝑟). Тогда существует единственное

решение задачи (1)— (3), представимое в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑟

0
𝜉1−2𝛽𝐺𝛼,𝛽(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉)𝑑𝜉 −

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝛼,𝛽(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂)𝜈0(𝜂)𝑑𝜂−

− 𝑟1−2𝛽

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝛼,𝛽

𝜉 (𝑥, 𝑟, 𝑦 − 𝜂)𝜏𝑟(𝜂)𝑑𝜂.
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Заключение. В работе доказана теорема существования и единственно-
сти смешанной краевой задачи в прямоугольной области для дифференци-
ального уравнения с оператором Бесселя, действующим по пространственной
переменной, и частной производной Римана—Лиувилля по временной пере-
менной.
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The mixed boundary value problem in a bounded domain
for a differential equation with the Bessel operator and the
partial Riemann–Liouville derivative

F. G. Khushtova
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Abstract

The paper studies a mixed boundary value problem in a bounded domain
for a parabolic differential equation involving the Bessel operator with re-
spect to a spatial variable, and a fractional-order derivative with respect to
time variable. The Green function and the solution explicit representation
for the problem under consideration are constructed. It is shown that the
constructed Green function for particular values of the parameters coincides
with the Green function of the corresponding mixed boundary value problem
for the heat equation.
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Об одной краевой задаче для эллиптической системы
первого порядка

О. В. Чернова
Белгородский государственный национальный исследовательский университет,
Институт инженерных и цифровых технологий,
Россия, 308015, Белгород, улица Победы, 85.

Аннотация
Рассматривается общая задача линейного сопряжения для эллипти-

ческой системы первого порядка. Используя специальную подстановку,
исходная задача редуцируется к общей задаче линейного сопряжения
для канонической эллиптической системы. Предполагая, что выполне-
ны определенные условия на коэффициенты, правые части системы и
правую часть краевого условия, применяя интегральное представление
решений этой системы и опираясь на результаты классической теории
сингулярных операторов, в работе установлен критерий фредгольмово-
сти поставленной задачи, получена формула для индекса задачи.

Ключевые слова: эллиптическая система, задача линейного сопряже-
ния, индекс.

Введение. Решение задачи линейного сопряжения для обычных анали-
тических функций в скалярном случае для общей кусочно-гладкой линии Γ
было получено в [1], а в матричном случае — в работах [2, 3]. Немного позже
в [4] была рассмотрена задача линейного сопряжения теории аналитических
функций в матричном случае для произвольной кусочно-гладкой линии, до-
казана ее фредгольмовость, построено семейство канонических функций и
описано поведение этих решений в узлах линии. В данной работе исследуется
общая задача линейного сопряжения для эллиптической системы с комплекс-
ными коэффициентами в случае простого контура в открытом множестве,
представляющем собой объединение конечной и бесконечной областей.

1. Сведение эллиптической системы к каноническому виду. Пусть
открытое множество 𝐷 = C ∖ Γ есть объединение двух областей — конечной
𝐷1 и бесконечной 𝐷2. При этом Γ—простой гладкий ориентируемый кон-
тур класса 𝐶1,𝜈 , 0 < 𝜈 < 1. В этой обрасти рассматривается эллиптическая
система первого порядка

𝑈𝑦(𝑧)−𝐴𝑈𝑥(𝑧) + 𝑎(𝑧)𝑈(𝑧) + 𝑏(𝑧)𝑈(𝑧) = 𝐹 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷, (1)

где постоянная матрица 𝐴 ∈ 𝐶 𝑙×𝑙 не имеет вещественных собственных значе-
ний, 𝑙× 𝑙—матричные коэффициенты 𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧) комплексны и заданы вне Γ,
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𝐹 (𝑧)—комплексная 𝑙— вектор-функция. Как показано в [5], применяя подхо-
дящую линейную подстановку, эту систему удается преобразовать к эквива-
лентной системе 𝜑𝑦(𝑧)−𝐽𝜑𝑥(𝑧)+ 𝑐(𝑧)𝜑(𝑧)+ 𝑏(𝑧)𝜑(𝑧) = 𝐹0(𝑧), с комплексными
𝑙 × 𝑙—матричными коэффициентами 𝑐(𝑧), 𝑑(𝑧), заданными вне Γ, комплекс-
ной 𝑙— вектор-функцией 𝐹0(𝑧) и постоянной матрицей 𝐽 ∈ 𝐶 𝑙×𝑙, собственные
значения которой лежат в верхней полуплоскости.

2. Постановка задачи. Для системы (1) поставим задачу линейного
сопряжения следующим краевым условием:

𝐶11𝑈
+(𝑡)− 𝐶12𝑈

−(𝑡) + 𝐶21𝑈+(𝑡)− 𝐶22𝑈−(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ Γ, (2)

где 𝑙× 𝑙—матричные коэффициенты 𝐶𝑖𝑗 ∈ 𝐶𝜈(Γ) и черта означает комплекс-
ное сопряжение. Введем в рассмотрение класс 𝐶𝜇

𝛿

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀, −1 < 𝛿 < 0, функ-
ций, заданных в 𝐷, который определяется условием принадлежности этих
функций пространству 𝐶𝜇

(︀
𝐷1

)︀
, 𝜇 < 𝜈, и весовому пространству 𝐶𝜇

𝛿

(︀
𝐷2,∞

)︀
,

−1 < 𝛿 < 0, обозначим 𝐿𝐴 = 𝜕/𝜕𝑦 −𝐴𝜕/𝜕𝑥. Предполагая, что

𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧) ∈ 𝐶𝜇
𝛿0

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀; 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶𝜇(Γ), 𝐹 ∈ 𝐶𝜇
𝛿−1

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀, 𝛿0 < −1 < 𝛿 < 0, (3)

решения 𝑈 =
(︀
𝑈1, . . . , 𝑈𝑙

)︀
задачи (1), (2) будем искать в классе 𝐶𝜇

𝐴,𝛿

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀,
который явно определяется условиями 𝑈 ∈ 𝐶𝜇

𝛿

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀, 𝐿𝐴𝑈 ∈ 𝐶𝜇
𝛿−1

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀.
Фредгольмовость задачи (1), (2) понимается в смысле фредгольвости опера-
тора ее краевого условия, который действует 𝐶𝜇

𝐴,𝛿

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀ → 𝐶𝜇
𝛿−1

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀ ×
𝐶𝜇(Γ). Согласно [5] существуют 𝑙 × 𝑙-матрицы 𝐵 и 𝐽 блочной структуры

𝐵 =

(︂
𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

)︂
, 𝐽 =

(︂
𝐽1 0
0 𝐽2

)︂
, (4)

где 𝐵𝑖𝑗 ∈ C𝑙𝑖×𝑙𝑗 , 𝐽𝑖 ∈ C𝑙𝑖×𝑙𝑖 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑙 = 𝑙1 + 𝑙2, что имеет место равенство
𝐵−1𝐴𝐵 = ̃︀𝐽 , в котором ̃︀𝐽 = diag

(︀
𝐽1, 𝐽2

)︀
. Рассмотрим блочную 2𝑙×2𝑙 матрицу

𝐺 =

(︂
𝐺11 𝐺22

𝐺21 𝐺12

)︂
где 𝑙×𝑙—матрицы-функции 𝐺𝑖𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, в обозначении (4) они имеют яв-
ный вид 𝐺11 =

(︀
𝐶11𝐵1, 𝐶21𝐵2

)︀
, 𝐺12 =

(︀
𝐶12𝐵1, 𝐶22𝐵2

)︀
, 𝐺21 =

(︀
𝐶21𝐵1, 𝐶11𝐵2

)︀
,

𝐺22 =
(︀
𝐶22𝐵1, 𝐶12𝐵2

)︀
.

3. Критерий фредгольмовости.
Теорема. Пусть открытое множество 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2, простой гладкий

контур Γ ∈ 𝐶1,𝜈 , 𝑙 × 𝑙— матрицы-функции 𝐶𝑖𝑗(𝑡) ∈ 𝐶𝜈(Γ), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, и вы-
полнено (3). Тогда условие обратимости матрицы-функции 𝐺(𝑡) необходимо
и достаточно для фредгольмовости задачи (1), (2) в классе 𝐶𝜇

𝐴,𝛿

(︀ ̂︀𝐷,∞)︀ и ее
индекс дается формулой

æ = − 1

𝜋
[arg det𝐺]Γ,
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где приращение [ ]Γ вдоль Γ берется в направлении, оставляющем область
𝐷1 слева.
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The general linear conjugation problem for a first order elliptic system
is considered. Using a special substitution, the original problem is reduced
to the general linear conjugation problem for the canonical elliptic system.
Assuming that certain conditions on the coefficients, the right parts of the
system and the right part of the boundary condition are satisfied, applying
the integral representation of the solutions of this system and relying on the
results of the classical theory of singular operators, the Fredholm criterion of
the problem is established and a formula for the problem index is obtained.
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Математическое моделирование и краевые задачи
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Двухфазная задача со свободной границей для
квазилинейных параболических уравнений

А. Н. Элмуродов
Институт Математики имени В. И. Романовского,
Узбекистан, 100041, Ташкент, Улица Мирзо Улугбека, 81.

Аннотация

Рассматривается двухфазная задача со свободной границей для ква-
зилинейных параболических уравнений типа реакция-диффузия. Уста-
новлены априорные оценки, исследовано поведение неизвестной грани-
цы, доказана однозначная разрешимость задачи.

Ключевые слова: свободная граница, параболическое уравнение, апри-
орные оценки.

Введение. Применительно к задачам нефтепромысловой механики-под-
земной гидрогазодинамики Л. С. Лейбензон поставил задачи о вытеснении
нефти из пласта водой, о движении газа в пористой среде и др. Новые поста-
новки задач в этой области касались движения газированной жидкости, ис-
пользования нелинейного закона фильтрации, кинетических представлений
при движении смесей; предложена схема движения нефти в порах с большим
числом мелких трещин и др. [1].

Постановка задачи. Требуется найти функции (𝑠(𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) в об-
ласти 𝐷 = 𝐷1

⋃︀
𝐷2, 𝐷1 = {(𝑥, 𝑡) : −𝑙 < 𝑥 6 𝑠(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇}, 𝐷2 = {(𝑥, 𝑡) :

𝑠(𝑡) 6 𝑥 < 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝑇}:

𝑑1(𝑢)𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑐1𝑢𝑥 = 𝑢(𝑎1 − 𝑏1𝑢), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1, (1)
𝑑2(𝑣)𝑣𝑡 − 𝑣𝑥𝑥 + 𝑐2𝑣𝑥 = 𝑣(𝑎2 − 𝑏2𝑣), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −𝑙 < 𝑥 6 0, (3)
𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑙, (4)

𝑢𝑥(−𝑙, 𝑡) = 𝑐1𝑢(−𝑙, 𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇, (5)
𝑣𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑐2𝑣(𝑙, 𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇, (6)

𝑢(𝑠(𝑡), 𝑡) = 𝑣(𝑠(𝑡), 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, (7)
𝑠̇(𝑡) = −𝛼𝑢𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡) + 𝛽𝑣𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇, (8)

где 𝑥 = 𝑠(𝑡)— свободная (неизвестная) граница определяется вместе с 𝑢 (𝑥, 𝑡),
𝜐 (𝑥, 𝑡), 𝛼, 𝛽, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖, 𝑑𝑖(𝑖 = 1, 2)—положительные постоянные.
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Двухфазная задача со свободной границей. . .

I. Функции 𝑑𝑖(𝜔) удовлетворяют условиям: 𝑑𝑖(𝜔)— ограничены и 𝑑𝑖(𝜔) >
𝑑0 > 0 для произвольных

𝜔(𝑥, 𝑡) =

{︃
𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷1,

𝑣(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷2,

и ограничены в замкнутом множестве аргумента, 𝑑𝑖(𝜔) ∈ 𝐶1+𝛼;

𝑢0(𝑥) ∈ 𝐶2+𝛼[−𝑙, 0], 𝑢0(𝑥) > 0 в 𝑢0(0) = 0, −𝑙 6 𝑥 6 0;

𝑣0(𝑥) ∈ 𝐶2+𝛼[0, 𝑙], 𝑣0(𝑥) > 0 в 𝑣0(0) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑙.

Априорные оценки. Установим некоторые априорные оценки шауде-
ровского типа, которые будут использованы при доказательстве глобальной
разрешимости задачи. При этом широко применяются принципы максимума
и теоремы сравнений [2,3].

Теорема 1. Пусть функции (𝑠(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)) являются решением за-
дачи (1)–(8) в областях 𝐷1 = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑡 < 𝑇,−𝑙 < 𝑥 < 𝑠(𝑡)}, 𝐷2 = {(𝑥, 𝑡) :
0 < 𝑡 < 𝑇, 𝑠(𝑡) < 𝑥 < 𝑙} и существует постоянные 𝑁1, 𝑁2 такие, что

𝑁1 > max
𝑥

{︂
−𝑢0(𝑥)

𝑥
,
𝑎21
𝑏1𝑐1

}︂
, 𝑁2 > max

𝑥

{︂
𝑣0(𝑥)

𝑥
,
𝑎22
𝑏2
𝑐2

}︂
,

0 < 𝑢0(𝑥) 6
𝑎1
𝑏1

, 0 < 𝑣0(𝑥) 6
𝑎2
𝑏2
. Тогда существуют положительные посто-

янные 𝑀1, 𝑀2, независящие от 𝑇, для которых справедливы неравенства:

0 < 𝑢(𝑥, 𝑡) 6𝑀1, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷1,

0 < 𝑣(𝑥, 𝑡) 6𝑀2, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷2,

0 < 𝑠̇(𝑡) 6𝑀3, 𝐷1 ∪𝐷2.

Установим некоторые априорные оценки.
Введем преобразование, 𝜏 = 𝑡, 𝑦 = 2𝑥∓𝑠(𝑡)±𝑙

𝑙±𝑠(𝑡) . Здесь и далее в отношении
функциональных пространств и обозначения норм в них будем следовать
обозначениям работы [4].

Введем обозначения: 𝑄𝛿 = {(𝑦, 𝜏) : 0 < 𝛿 6 𝜏 6 𝑇,−1 + 𝛿 6 𝑦 6 1− 𝛿} .
Теорема 2. Пусть функция 𝑣(𝑥, 𝑡) непрерывна в 𝑄𝛿 вместе с 𝑣𝑥 и удо-

влетворяет условиям задачи (2), а также⃒⃒
𝑞(𝑣, 𝑣𝑥)

⃒⃒
𝑝(𝑣)

6 𝑅(𝑣2𝑥 + 1), 𝑅− const > 0.

Тогда
⃒⃒
𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)

⃒⃒
6 𝑀4

(︀
𝑀2, 𝑅, 𝑑0

)︀
в 𝑄𝛿. И если еще известно, что функция

𝑣(𝑥, 𝑡) обладает в 𝑄𝛿 суммируемым с квадратом обобщенными производны-
ми 𝑣𝑥𝑥 и 𝑣𝑡𝑥, то существует 𝑀4 =𝑀4

(︀
𝑀2, 𝑅, 𝑑0

)︀
, что |𝑣|𝑄

𝛿

1+𝛾 6𝑀4.

Теорема 2 доказывается аналогично работе [5].
Оценка старших производных устанавливаются при помощи результатов

для линейных уравнений [4].
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При определенных условиях доказано неравенство

𝑠(𝑡) < 𝑙.

Существование решения. Установленные выше априорные оценки поз-
воляют доказать теоремы существования решения задач (1)–(8).

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда существует в
𝐷 решение 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2+𝛾

(︀
𝐷1

)︀
, 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2+𝛾

(︀
𝐷2

)︀
, 𝑠(𝑡) ∈ 𝐶1+𝛾([0, 𝑇 ]) задачи

(1)–(8).
При этом применяется принцип неподвижных точек.
Заключение. Установлены априорные оценки шаудерского типа. На ос-

нове установленных оценок изучен поведение свободной границы. Доказана
однозначная разрешимость задачи (1)–(8).
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Free boundaries problem for a quasilinear parabolic
equation reaction-diffusion type
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Abstract

A two-phase problem with a free boundary is considered for quasilinear
parabolic reaction-diffusion equations. A priori estimates are established,
the behavior of the free boundary is investigated, and the unique solvability
of the problem is proved.

Keywords: free boundary, parabolic equation, a priori estimates.
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Differential LG-Game with “Life–Line”

B. T. Samatov, M. A. Horilov, S. N. Inomiddinov
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316, Uychi st., Namangan, 160119, Uzbekistan

Abstract
Among numerous examples considered in the book of R. Isaacs [1] the

game with “Life–line” (problem 9.5.1) occupies a special place as an example
of differential game with phase constrain. In the present we study this
problem in the case when a liner constraint is imposed on the pursuer control
class which is a generalization of integral as well as geometric constraints and
only a geometric constraint is imposed on the evader control class.

Keywords: differential game, liner constraint, pursuit,evasion, strategy,
parallel pursuit, domain of attainability, life line.

We consider when the objects 𝑃 called the pursuer and 𝐸 called the evader,
move in accordance with the equations

𝑥̇ = 𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, (1)
𝑦̇ = 𝑣, 𝑦(0) = 𝑦0, (2)

where 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑛, 𝑛 > 1 and 𝑥0, 𝑦0 are the initial positions of the objects 𝑃
and 𝐸. Here the temporal variation of 𝑢 must be a measurable function 𝑢(·) :
[0,∞) → R𝑛, and on this vector-function, we impose a constraint of the form∫︁ 𝑡

0
|𝑢(𝑠)|2𝑑𝑠 6 𝐿(𝑡), 𝑡 > 0, (3)

admitting a change 𝐿(𝑡) = 𝑘𝑡 + 𝜌0 linear in the time 𝑡, where 𝑘 is arbitrary and
𝜌0 is a nonnegative number. Similarly, the temporal variation of 𝑣 must be a
measurable function 𝑣(·) : [0,∞) → R𝑛, and on this vector-function, we impose a
geometric constraint of the form

|𝑣(𝑡)| 6 𝛽 for almost every 𝑡 > 0 (4)

where 𝛽 is a nonnegative parametric number which means the maximal velocity
of the evader. We called constraint (3) an L-constraint and denoted the class of
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admissible controls, i.e., of all measurable functions satisfying an L-constraint by
𝑈𝐿 and denoted the class of the admissible evader controls satisfying G-constraint
(4) by 𝑉𝐺.

In the the Differential Game with “Life–line” Pursuer 𝑃 aims to catch Evader
𝐸 i.e. to realize the equality 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) for some 𝑡 > 0, while 𝐸 stays in the zone
R𝑛 ∖A. The aim of 𝐸 is to reach the zone A before being caught by Pursuer or
to keep the relation 𝑥(𝑡) ̸= 𝑦(𝑡) for all 𝑡, 𝑡 > 0. Notice that A doesn’t restrict
motion of 𝑃 .

The relation (1)–(4) with phase constrain A, represent the mathematical de-
scription of the object called the simplest Differential Game with “Life–line” [2,3]
(briefly the LG-game with “Life–line”).

We call the triple (𝜇0, 𝑘, 𝛽) a parametric state of the LG-game with “Life–line”
and denote it by 𝑝, where 𝜇0 = 𝜌0/|𝑧0|, 𝑧0 = 𝑥0 − 𝑦0. Then we find the following
nonempty simply connected set of such states 𝑝:

PLG = P1 ∪P2 ∪P3,

where

P1 =
{︀
𝑝 : 𝜇0 > 0, 𝑘 > 𝛽2, 𝛽 > 0

}︀
,

P2 =
{︀
𝑝 : 𝜇0 > 2𝛽, 𝑘 = 𝛽2, 𝛽 > 0

}︀
,

P3 =
{︀
𝑝 : 𝜇0 > 2

(︀
𝛽 +

√︀
𝛽2 − 𝑘

)︀
, 𝑘 < 𝛽2, 𝛽 > 0

}︀
.

Definition 1. If 𝑝 ∈ PLG, in the LG-game, then by the ΠLG-strategy of the
pursuer we mean the function

uLG(𝑣) = 𝑣 − 𝜆LG(𝑣)𝜉0,

where

𝜆LG(𝑣) = 𝜇0/2 + ⟨𝑣, 𝜉0⟩+
√︀
(𝜇0/2 + ⟨𝑣, 𝜉0⟩)2 + 𝑘 − |𝑣|2, 𝜉0 = 𝑧0/|𝑧0|.

Definition 2. If 𝑝 ∈ PLG, then we call the attainability domain in the LG-
game with “Life–line” the set

𝑊LG(0) = {𝑤 : |𝑤 − 𝑥0|2 > |𝑤 − 𝑦0|2𝑘/𝛽2 + |𝑤 − 𝑦0|𝜌0/𝛽}.

Theorem 1. If 𝑝 ∈ PLG and 𝑐𝑜𝑊LG(0) ∩A = ∅ then the Π-strategy for the
player 𝑃 is winning on the interval [0, 𝑇𝐿𝐺] in the game with “Life–line”, where

𝑇LG = |𝑧0|/𝜆*𝐿𝐺

and
𝜆*LG = 𝜇0/2− 𝛽 +

√︀
(𝜇0/2− 𝛽)2 + 𝑘 − 𝛽2.

Theorem 2. If 𝑝 ∈ PLG and 𝑊LG(0)∩A ̸= ∅, then there exists the constant
control 𝑣*, |𝑣*| = 𝛽 for 𝐸 which is winning in the game with “Life–line”.
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Comment. If 𝜌0 = 0 then the boundary 𝑊LG(0) is the sphere of Apollonius;
if 𝑛 = 2 and 𝑘 = 0 then the boundary 𝑊LG(0) the curve is Cartesian’s oval when
4𝛽 < 𝜇0 and the loop of Pascal’s snail in the case 4𝛽 = 𝜇0.
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Global existence of solution for a coupled quasilinear
parabolic system

A. J. Takhirov
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81, M. Ulugbek str., Tashkent, 100125, Uzbekistan.

Abstract

This paper studies the global existence and uniqueness of classical so-
lutions for a predator-prey model with nonlinear diffusion and prey-taxis.
The global existence and uniqueness of classical solutions to this problem
are proved by the contraction mapping principle, together with 𝐿𝑝 estimates
and Schauder estimates of parabolic equation.

Keywords: mathematical model, system of parabolic equations, global ex-
istence.

The classical chemotaxis model is used in mathematical biology to describe
chemotaxis process, where certain bacteria move toward higher densities of a
chemical substance emitted by themselves and which diffuse at the same time [1,2].

Let 𝑢(𝑥, 𝑡) and 𝑣(𝑥, 𝑡) represent the predator and prey population densities
respectively and let Ω be a bounded domain in R𝑛(𝑛 = 1, 2, 3) with smooth
boundary 𝜕Ω and outer unit norm 𝜈. Denote𝑄𝑇 = Ω×(0, 𝑇 ) and 𝑆𝑡 = 𝜕Ω×(0, 𝑇 ),
where 𝑇 > 0 is a fixed time.

In this paper, we consider the initial-boundary problem for two coupled parabolic
equations

𝑢𝑡 −∇ · (𝑑1(𝑢)∇𝑢) +∇ · (𝑢𝜒(𝑢)∇𝑣) = −𝑎𝑢+ 𝑏𝑔(𝑣)𝑢, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 ,

𝑣𝑡 − 𝑑2Δ𝑣 = 𝑘(𝑣)− 𝑔(𝑣)𝑢, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 ,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

𝜕𝑢

𝜕𝜈
=
𝜕𝑣

𝜕𝑣
= 0 on 𝑆𝑇 ,

(1)

where 𝑑𝑖(𝑖 = 1, 2) are the diffusion rates of the predator and prey respectively,
−𝑎(𝑎 > 0) is the natural exponential decay of the predator population, 𝑔(𝑣) =
𝑏1𝑣/(1 + 𝑏2𝑣)(𝑏𝑖 > 0) is the predator rate, 𝑏 is the conversion rate from prey to
predator, 𝑘(𝑣) = 𝑟𝑣(1− 𝑣)/𝐾 is the logistical growth rate of prey.

We assume that
1) 𝑑1(𝜉) > 𝑑10 > 0, 𝑑(𝜉) ∈ 𝐶2([0,∞]), 𝑑2 > 0 — const;
2) 𝜒(𝑢) ∈ 𝐶1([0,∞]), 𝜒(𝑢) ≡ 0 for 𝑢 > 𝑢𝑚 and 𝜒′(𝑥) is Lipschitz continuous;
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3) 𝑢0(𝑥) > 0, 0 6 𝑣0(𝑥) 6 𝐾, 𝑢0(𝑥), 𝑣0(𝑥) ∈ 𝐶2+𝛼(Ω), 0 < 𝛼 < 1;
4) 𝜕𝑢0(𝑥)

𝜕𝜈 = 𝜕𝑣0(𝑥)
𝜕𝜈 = 0 on 𝜕Ω.

In this paper, we shall prove the existence and uniqueness of classical solutions
to the problem (1) by technique developed in [3, 4].

The plan of this paper is as follows.
First, we are going to prove local existence of classical solution to the problem.

Further, a priori estimates are established. On the basis of these estimates, the
existence of a global solution to the problem is proved.
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Abstract

This paper deals with a hyperbolic free boundary problem describing the
pressure-driven channel flow of a Bingham-type fluid. The global existence
and uniqueness of classical solutions to this problem are proved.

Keywords: mathematical model, channel flow, hyperbolic system.

This paper considers a mathematical model for the channel flow of rate-type
fluid with stress threshold proposed recently by Fusi and Farina [1]. The general
mathematical model is derived within the framework of the theory of natural
configurations developed by Rajagopal and Srinivasa [2].

Fusi and Farina [3] studied the telegrapher’s free boundary problem for the
velocity field in the viscoelastic region.

In the present paper, the problem from [3] is reduced and investigated in the
form of a problem for systems of first-order hyperbolic equations{︃

𝑘𝑇𝑡 + 𝜏𝑞𝑥 = 𝜏𝛽2,

𝜏𝑞𝑡 + 𝑞 + 𝑘𝑇𝑥 = 0,
𝑠(𝑡) < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,

𝑇 (𝑥, 0) = 𝜙1(𝑥), 𝑞(𝑥, 0) = 𝜙2(𝑥), 𝑠0 6 𝑥 6 𝑙,

𝑇 (𝑙, 𝑡) = 0, 𝑇 (𝑠(𝑡), 𝑡) = 𝑇0, 𝑡 > 0, 𝑡 > 0,

𝑇𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡) + 𝑠̇𝑇𝑡(𝑠(𝑡), 𝑡) = −𝛽2, 𝑡 > 0,

𝑠(0) = 𝑠0, 𝑠0 ∈ (0, 𝑙).

Introducing the Riemann invariants

𝑇 =
𝑢+ 𝑣

2
, 𝑞 =

1

2

𝑘

𝜏
(𝑢− 𝑣)

we obtain the problem
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{︃
𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 +

1
2𝜏 (𝑢− 𝑣) = 𝛽2,

𝑣𝑡 − 𝑣𝑥 − 1
2𝜏 (𝑢− 𝑣) = 𝛽2,

𝑠(𝑡) < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = Φ1(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = Φ2(𝑥), 𝑠0 6 𝑥 6 𝑙,

𝑢(𝑙, 𝑡) + 𝑣(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑠(𝑡), 𝑡) + 𝑣(𝑠(𝑡), 𝑡) = 2𝑇0, 𝑡 > 0,

(𝑢𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡)− 𝑣𝑥(𝑠(𝑡), 𝑡))(1− 𝑠̇2(𝑡)) = −𝛽2, 𝑡 > 0.

(1)

The unique global solvability of the problem (1) is proved.
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Аннотация
Для апериодического звена записано стохастическое дифференци-

альное уравнение в смысле Стратоновича. Записаны точное решение
уравнения и система обыкновенных дифференциальных уравнений на
начальные и центральные моменты. Проведено сравнительное статисти-
ческое и аналитическое моделирование вероятностных характеристик
случайного процесса на выходе апериодического звена.

Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение (СДУ),
численные методы, апериодическое звено.

Введение. Функционирование большинства сложных технических си-
стем происходит при воздействии различных случайных факторов. Процес-
сы, протекающие в таких системах, являются стохастическими, а сами си-
стемы относятся к классу стохастических динамических систем. Примерами
могут служить системы управления летательными аппаратами. В работе [1]
рассмотрена структурная схема контура наведения телеуправляемой ЗУР в
вертикальной плоскости. Для структурной схемы такой динамической систе-
мы по известным правилам [2] осуществляется составление соответствующей
ей математической модели, заданной системой СДУ. В данной работе для
сравнения статистического [3, 4] и аналитического [2] моделирования веро-
ятностных характеристик случайного процесса на выходе апериодического
звена будет исследована тестовая задача, учитывающая наличие помех.

1. Постановка задачи. Структурная схема апериодического звена пред-
ставлена на рисунке, где 𝐶(𝑡)— входное неслучайное задающее воздействие;
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𝑉1(𝑡)—нормальный (гауссовый) белый шум со спектральной плотностью 𝐺1;
𝑘1 —коэффициент усиления и 𝑇1 —постоянная времени апериодического зве-
на.

 

)(1 tV  

)(tC  )(tY  
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k

1

1

1
 

 
Структурная схема апериодического звена

Стохастические дифференциальные уравнения, описывающие поведение
систем, на вход которых действует нормальный белый шум, понимаются в
симметризованном смысле. Поэтому, выходной сигнал 𝑦(𝑡) (рисунок) задан
СДУ в смысле Стратоновича и имеет следующий вид:

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= − 1

𝑇1
𝑦 +

𝑘1
𝑇1
𝐶(𝑡) +

𝑘1
𝑇1
𝑉1, 𝑦(0) = 𝑦0.

Запишем это СДУ, заменив в нем гауссовый белый шум со спектральной
плотностью 𝐺1, на стандартный винеровский процесс 𝑤(𝑡):

𝑑𝑦(𝑡) = (𝑎𝑦 + 𝑏)𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑤(𝑡), 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑎 = − 1

𝑇1
,

𝑏 =
𝑘1
𝑇1
𝐶(𝑡), 𝜎 =

𝑘1
𝑇1

√︀
𝐺1.

(1)

Требуется вычислить вероятностные характеристики выходного процесса,
если 𝐶(𝑡)—постоянная, линейная или квадратичная функция времени.

2. Аналитическое решение.
Лемма 1. Точное решением СДУ (1) имеет вид:

𝑦(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡𝑦0 + 𝑒𝑎𝑡
(︂∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝑎𝜏 𝑏(𝜏)𝑑𝜏 + 𝜎

∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝑎𝜏𝑑𝑤(𝜏)

)︂
и является нормальным случайным процессом с математическим ожида-
нием и дисперсией

M(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡M(0) +

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝑎(𝑡−𝜏)𝑏(𝜏)𝑑𝜏, D(𝑡) = 𝑒2𝑎𝑡D(0)− 𝜎2

2𝑎

(︀
1− 𝑒2𝑎𝑡

)︀
, (2)

где M(𝑡) = E𝑦(𝑡), D(𝑡) = E
(︀
𝑦(𝑡) − M(𝑡)

)︀2 и E𝜉 обозначает математическое
ожидание случайной величины 𝜉.

Из уравнений (2) видно, что дисперсия не зависит от функции 𝑏(𝑡), а
математическое ожидание зависит и при

𝑏(𝑡) =
𝑘1
𝑇1

(︀
𝑐2𝑡

2 + 𝑐1𝑡+ 𝑐0
)︀
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математическое ожидание имеет вид

M(𝑡) = 𝑒
− 𝑡

𝑇1 M(0)+𝑘1

[︁(︀
1−𝑒−

𝑡
𝑇1

)︀(︀
𝑐0−𝑐1𝑇1+2𝑐2𝑇

2
1

)︀
+ 𝑡(𝑐1−2𝑐2𝑇1

)︀
+𝑐2𝑡

2
]︁
. (3)

Лемма 2. Начальные 𝜂𝑠(𝑡) = E𝑦𝑠(𝑡) и центральные 𝜇𝑠(𝑡) = E
(︀
𝑦(𝑡)−𝑀(𝑡)

)︀𝑠
моменты s-го порядка решения СДУ (1) удовлетворяют ОДУ:

𝑑𝜂𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠𝑎𝜂𝑠 + 𝑠𝑏𝜂𝑠−1 +

𝜎2

2
𝑠(𝑠− 1)𝜂𝑠−2, 𝜂𝑠(0) = E𝑦𝑠0, 𝑠 = 1, 2, . . . , (4)

𝑑𝜇𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠𝑎𝜇𝑠 +

𝜎2

2
𝑠(𝑠− 1)𝜇𝑠−2, 𝜇𝑠(0) = 𝐸

(︀
𝑦0 − 𝐸𝑦0

)︀𝑠
, 𝑠 = 1, 2, . . . , (5)

точное решение которых имеет вид:

𝜂𝑠(𝑡) = 𝑒𝑠𝑎𝑡𝜂𝑠(0) + 𝑒𝑠𝑎𝑡
(︂∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝑠𝑎𝜏

(︁
𝑠𝑏(𝜏)𝜂𝑠−1(𝜏) +

𝑠(𝑠− 1)𝜎2

2
𝜂𝑠−2(𝜏)

)︂
𝑑𝜏, (6)

𝜇𝑠(𝑡) = 𝑒𝑠𝑎𝑡𝜇𝑠(0) +
𝑠(𝑠− 1)𝜎2

2

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝑠𝑎(𝑡−𝜏)𝜇𝑠−2(𝜏)𝑑𝜏. (7)

Из вида математического ожидания (3) следует
Лемма 3. При 𝑎 < 0 стационарное решение СДУ (1) существует только

для постоянной функции 𝑏(𝑡) = 𝑘1𝑐0
𝑇1

и является нормальным случайным
процессом с математическим ожиданием и дисперсией

M = 𝑘1𝑐0, D =
𝑘21𝐺1

2𝑇1
,

центральными моментами 𝜇𝑠(𝑡) = E
(︀
𝑦(𝑡)−𝑀(𝑡)

)︀𝑠 :

𝜇2𝑠+1 = 0, 𝜇2𝑠 = D𝑠(2𝑠− 1)!!, 𝑠 = 1, 2, . . . ,

и корреляционной функцией 𝑅(𝑡, 𝑡 + 𝜏) = 𝑅(𝜏) = D𝑒𝑎|𝜏 |, удовлетворяющей
ОДУ

𝑑𝑅(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝑎𝑅(𝜏) 𝑅(0) = D.

Например, 𝜇3 = 𝜇5 = 𝜇7 = 0, 𝜇4 = 3D2, 𝜇6 = 15D3, 𝜇8 = 105D4 и т.д.
3. Численные эксперименты. Точные значения моментов вычислялись

по формулам (2), (3), (6), (7), а также классическим методом Рунге—Кутты 4-
го порядка (RK4) при решении систем (4), (5). Для решения СДУ (1) исполь-
зовался обобщенный метод типа Розенброка (ROS) [4], который на линейных
системах СДУ с аддитивным шумом имеет второй порядок слабой сходимо-
сти (𝑝 = 2).

При численном решении СДУ кроме ошибки численного решения присут-
ствует статистическая погрешность, поэтому шаг метода ℎ и объем выборки
𝑁 выбираются согласованно: 𝑁 ≍ 𝛾−2, ℎ ≍ 𝛾1/𝑝, где 𝛾 — требуемая точность
вычислений. В нашем случае 𝑝 = 2, поэтому для достижения точности вы-
числений 𝛾 = 10−2 требуется 𝑁 ≍ 104, ℎ ≍ 0.1, а для 𝛾 = 10−3 требуется
𝑁 ≍ 106, ℎ ≍ 0.03.
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Для оценки математического ожидания 𝜉𝑁 = (
∑︀𝑁

𝑖=1 𝜉𝑖)/𝑁 выполняется

𝑃
(︁
|𝜉𝑁 −𝑀 | 6 𝛾(𝜀)

√
D√

𝑁

)︁
≈ 1√

2𝜋

∫︁ 𝛾(𝜀)

−𝛾(𝜀)
𝑒−𝑧2/2 𝑑𝑧 = 1− 𝜀,

M = E𝜉, D = E(𝜉 − E𝜉)2. Обычно задается 𝜀 = 0.003, для которого 𝛾(𝜀) ≈ 3.
Отметим особенности решения СДУ (1):
1) если плотность вероятности начального значения 𝑦(0) задается равной

стационарной, то решение СДУ (1) является стационарным на всем
интервале интегрирования;

2) если 𝑦(0) задано произвольно, то 𝑦(𝑡) будет стационарным после неко-
торого переходного участка;

3) параметр 𝑇1 определяет время корреляции процесса 𝑦(𝑡): 𝜏𝑘 ≍ 𝑇1,
поэтому для выхода на стационар требуется рассматривать интервал
[0, 𝑇 ], где 𝑇 > 𝑇1;

4) физическая постановка задачи рекомендует 𝑇 > 7𝑇1.

Оценка вероятностных моментов
метод 𝑁 ℎ M D 𝜇3 𝑡𝑐ℎ

точные (2) — — 5 0.5 0 —
RK4 — 0.1 5 0.5 0 0.0
RK4 — 0.05 5 0.5 0 0.0
ROZ 103 0.1 4.96908 0.32235 −0.07226 0.06
ROZ 103 0.01 4.98577 0.41870 0.0312 0.61
ROZ 104 0.1 4.99637 0.47372 0.0041 0.61
ROZ 104 0.01 5.00265 0.50708 0.0051 5.99
ROZ 106 0.05 4.99966 0.49872 0.0004 121.43

В таблице для 𝑇 = 10 приведены точные значения моментов (M, D, 𝜇3),
оценки методом RK4 (для разных ℎ) и методом ROZ (для разных ℎ и 𝑁), а
также время счета 𝑡𝑐ℎ (в секундах). Параметры модели:

𝑇1 = 1, 𝑘1 = 1, 𝐶 = 5, 𝐺1 = 1, 𝑦(0) = 5, 𝑡 ∈ [0, 10].

Результаты численных экспериментов подтверждают теоретические ре-
зультаты. Для расчетов использовался ПК с процессором Intel Core i5 3330
(3.00 ГГц). Для моделирования равномерно распределенных случайных ве-
личин на интервале (0, 1) использовался «генератор» псевдослучайных чисел
RAND [5] (с модулем 240 и множителем 517).

Заключение. По результатам сравнения численного и аналитического
решения СДУ (1) можно сделать следующие выводы:

1) при расчетах обоими методами нужно одинаково задавать начальные
условия;

2) задача (1) не всегда имеет стационарное решение;
3) в случае существования стационарного решения, вероятностные харак-

теристики нужно оценивать при 𝑇 > 𝑇1.

Благодарность. Работа выполнена в рамках госзадания ИВМиМГ СО РАН
(проект 0315-2016-0002) .
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Среднеквадратичное оценивание параметров
логистических функций

E. А. Афанасьева, В. Е. Зотеев
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

Рассматривается новый численный метод оценки параметров логи-
стических функций. В основе разработанного алгоритма лежит сред-
неквадратичное оценивание коэффициентов обобщенной регрессионной
модели, построенной на основе разностных уравнений, которые описы-
вают результаты наблюдений. Применение численного метода показано
на примере функции Верхлуста.

Ключевые слова: нелинейная математическая модель, регрессионный
анализ, система разностных уравнений, обобщенная регрессионная мо-
дель, среднеквадратичное оценивание.

Введение. При построении математических моделей различных дина-
мических процессов в биологии, химии, физике и экономике широкое рас-
пространение получили логистические функции. Одной из основных про-
блем при моделировании является нахождение достоверной оценки парамет-
ров логист по данным, полученным в результате наблюдений. Эта задача
может быть решена с использованием известных методов нелинейного оце-
нивания [1]. Однако при большом разбросе эксперементальных данных от-
носительно построенной модели известные подходы не позволяют получить
необходимую точность вычислений. В данной работе эта проблема решает-
ся с помощью среднеквадратичного оценивания коэффициентов обобщенной
регрессионной модели, описывающей результаты наблюдений.

Алгоритм численного метода. Рассмотрим алгоритм численного ме-
тода среднеквадратичного оценвания параметров логистических функций на
примере функции Верхлуста, которая описывается следующим соотношени-
ем:

𝑦 (𝑡) =
𝐴0

1 +𝐴1𝑒−𝛼𝑡
, (1)

где 𝐴0, 𝐴1, 𝛼 — параметры, оценки которых необходимо найти, основываясь
на данных наблюдений. В соответствии с подходом, представленном в [2], по-
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лучено разностное уравнение, которое связывает два последовательных зна-

чения функции 𝑦𝑘 =
𝐴0

1 +𝐴1𝑒−𝛼𝜏𝑘
, где 𝜏 — период дискретизации,

𝑦𝑘−1𝑦𝑘 = 𝜇1𝑦𝑘 + 𝜇2𝑦𝑘−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, (2)

где 𝜇1 =
𝐴0

1− 𝑒𝛼𝜏
, 𝜇2 = −𝜇1𝑒𝛼𝜏 .

С учетом естественного разброса данных 𝜀𝑘 в результатах наблюдений
𝑦𝑘 = 𝑦𝑘 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 , где 𝑁 — объем выборки результатов наблю-
дений, на основе соотношения (2) построена система линейных разностных
уравнений, описывающая результаты наблюдений:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑦0 = 𝜇3 + 𝜀0;

𝑦𝑘𝑦𝑘−1 = 𝜇1𝑦𝑘 + 𝜇2𝑦𝑘−1 + 𝜂𝑘;

𝜂𝑘 = 𝜀𝑘−1 (𝑦𝑘 − 𝜇2) + 𝜀𝑘 (𝑦𝑘−1 − 𝜇1) , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1.

(3)

Коэффициенты системы уравнений (3) связаны с параметрами функции Верх-
луста (1) следующими соотношениями:

𝜇1 =
𝐴0

1− 𝑒𝛼𝜏
, 𝜇2 = −𝜇1𝑒𝛼𝜏 , 𝜇3 =

𝐴0

1 +𝐴1
. (4)

Среднеквадратичные оценки коэффициентов системы разностных урав-
нений (3) находятся из условия минимизации функционала

‖𝜀‖2 = ‖𝑦 − 𝑦‖2 =
𝑁−1∑︁
𝑘=𝑜

(𝑦 − 𝑦𝑘)
2 ⇒ min .

В матричной форме записи система (3) может быть представлена в виде обоб-
щенной регрессионной модели{︃

𝑏 = 𝐹𝜇+ 𝜂,

𝜂 = 𝑃𝜇𝜀.
(5)

Элементы модели (5) формируются на основе данных наблюдений 𝑦𝑘. В част-
ности, матрица 𝑃𝜇 линейного преобразования вектора стохастической компо-
ненты 𝜀 формируется следующим образом: 𝑝11 = 1, 𝑝𝑖𝑖 = 𝑦𝑖−2 − 𝜇1,
𝑝𝑖𝑖−1 = 𝑦𝑖−1 − 𝜇2, 𝑖 = 2, 𝑁 , остальные элементы матрицы равны нулю. Мо-
дель (5) можно преобразовать к виду 𝑃−1

𝜇 𝑏 = 𝑃−1
𝜇 𝐹𝜇 + 𝜀, тогда условие ми-

нимизации среднеквадратичного отклонения модели от результатов наблю-
дений сводится к условию минимизации функционала

‖𝜀‖2 = ‖𝑃−1
𝜇 𝑏− 𝑃−1

𝜇 𝐹𝜇̂‖2 ⇒ min .

При условии вычисления матрицы 𝑃𝜇̂ в точке 𝜇̂(𝑖) решение задачи миними-
зации приводит к системе нормальных уравнений

𝐹 𝑇Ω−1
𝜇̂(𝑖)𝐹𝜇 = 𝐹 𝑇Ω−1

𝜇̂(𝑖)𝑏, (6)
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где
Ω𝜇̂(𝑖) = 𝑃𝜇̂(𝑖)𝑃 𝑇

𝜇̂(𝑖) .

На основе формулы (6) формируется итерационная процедура уточнения
коэффициентов обобщенной регрессионной модели 𝜇̂(𝑖):

𝜇̂(𝑖+1) =
[︁
𝐹 𝑇Ω−1

𝜇̂(𝑖)𝐹
]︁−1

𝐹 𝑇Ω𝜇̂(𝑖)𝑏,

где 𝑖 = 0, 1, 2, . . . — номер итерации. Начальное приближение вектора сред-
неквадратичных оценок 𝜇̂(0) можно найти из условия минимизации невязки
следующим соотношением 𝜇̂(0) =

(︀
𝐹 𝑇𝐹

)︀−1
𝐹 𝑇 𝑏.

Найденные среднеквадратичные оценки коэффициентов разностных урав-
нений используются для нахождения оценок параметров функции Верхул-
ста (1). Из (4) можно получить следующие соотношения:

𝛼̂ = −1

𝜏
ln

(︂
−𝜇1
𝜇2

)︂
, 𝐴0 = 𝜇1 + 𝜇2, 𝐴1 =

𝜇1 + 𝜇2
𝜇3

− 1.

Апробация численного метода. Для апробации численного метода
был сделан прогноз числа мобильных телефонов на 1 тысячу человек взрос-
лого населения в РФ. Выборка данных была взята из социологических опро-
сов Левада-Центр (http://www.levada.ru/) за период с 2000 по 2007 год.
Для моделирования использовалась функция Верхлуста; задача нелинейной
регрессии решалась тремя методами: методом Ньютона, методом логариф-
мирования и разработанным численным методом. Был сделан прогноз роста
этого показателя на 2018 год и получены следующие результаты: с исполь-
зованием метода Ньютона — 910 мобильных телефонов на 1 тыс. человек, с
использованием метода на основе логарифмирования— 890 мобильных теле-
фонов на 1 тыс. человек, на основе разработанного численного метода — 930
мобильных телефонов на 1 тыс. человек, по данным опроса Левада-Центр—
970 телефонов на 1 тысячу человек. Из полученных результатов видно, что
прогноз, полученный разработанным численным методом наиболее близок к
статистическим данным. Погрешность прогноза составляет 4,1%.

Выводы. Таким образом, в данной работе был представлен новый чис-
ленный метод среднеквадратичного оценивания параметров логистических
функций на основе разностных уравнений, приведены формулы, позволяю-
щие найти оценки параметров логистической функции через коэффициенты
разностных уравнений. Разработанный метод был апробирован, сравнение
полученного результата со статистическими данными показало его состоя-
тельность.
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Математическое моделирование и краевые задачи
27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Методы расчета координат фигуративных точек
в многомерных фазовых диаграммах и реализация
в MO Excel

А. В. Бурчаков
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

В настоящей работе приведены результаты исследования вопроса,
касающегося расчета координат (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) для некоторой гипотетиче-
ской фигуративной точки 𝑖 в многомерной фазовой диаграмме. Выве-
дены уравнения пересчета координат в декартовые координаты в виде
матриц, методика реализована в программе MO Excel, построение 3D
модели фазового комплекса выполнено в программе КОМПАС-3D.

Ключевые слова: барицентрические координаты, декартовые коорди-
наты, фазовая диаграмма, фигуративная точка, многокомпонентная си-
стема, КОМПАС-3D.

Введение. В последние годы в области физико-химического анализа мно-
гокомпонентных систем (МКС) актуальным становится вопрос изображения
(представления) фазовых диаграмм с помощью компьютерных технологий.
Информационные технологии (IT) позволяют реализовать многие идеи пред-
ставления и анализа многомерных фазовых диаграмм за счет визуализации
трехмерного пространства, тем самым имеется возможность задействовать
еще одну переменную— ось 𝑧. Кроме этого, IT способны обрабатывать боль-
шие массивы данных с минимальными погрешностями вычислений. Приме-
нение грамотной математической модели в компьютерных технологиях поз-
воляет проводить достаточно точные прогнозы фазовых равновесий для за-
данного набора термодинамических параметров системы (прежде всего это
температура, давление и состав смеси) [1,2]. Одним из методов прогнозирова-
ния фазовых равновесий в МКС является анализ компьютерной 3D модели,
построенной в программе-редакторе трехмерной векторной графики [3–5].

Исходя из позиций физико-химического анализа многокомпонентных кон-
денсированных систем, фигуративная точка на диаграмме задается парамет-
рами— состав и температура. Состав точки— концентрации компонентов —
представляют собой барицентрические координаты, а температура может за-
даваться как ордината 𝑧 в модели фазовой диаграммы [5].
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Многомерная фазовая диаграмма МКС имеет барицентрическую и (или)
смешанную (барицентрическую и декартовую) систему координат. Програм-
ма трехмерной векторной графики использует чаще всего декартовую орто-
гональную систему координат. Для построения модели фазовой диаграммы
необходимо выполнить пересчет координат точек из барицентрической в де-
картовую. Для этих целей удобно использовать алгебру матриц. Для пере-
счета координат из барицентрических в декартовые используют следующее
матричное соотношение:

(︀
𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖

)︀
=
(︀
𝑎𝑖 𝑏𝑖 𝑘𝑖

)︀
×

⎛⎜⎝𝑥𝑎 𝑦𝑎 𝑧𝑎
𝑥𝑏 𝑦𝑏 𝑧𝑏
. . . . . . . . .
𝑥𝑘 𝑦𝑘 𝑧𝑘

⎞⎟⎠ ,

где
(︀
𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖

)︀
—матрица декартовых координат некоторой фигуративной

точки 𝑖 в модели фазовой диаграммы (рисунок);
(︀
𝑎𝑖 𝑏𝑖 𝑘𝑖

)︀
—матрица ба-

рицентрических координат некоторой фигуративной точки 𝑖 в фазовой диа-

грамме;

⎛⎜⎝𝑥𝑎 𝑦𝑎 𝑧𝑎
𝑥𝑏 𝑦𝑏 𝑧𝑏
. . . . . . . . .
𝑥𝑘 𝑦𝑘 𝑧𝑘

⎞⎟⎠—матрица преобразования координат, которая пред-

ставляет собой записанные в строчки декартовые координаты вершин по-
лиэдра составов 𝐴𝐵𝐶 . . .𝐾 (многокомпонентной системы— вершин симплек-
са, определяющих барицентрические координаты точки (точечных базиса) —
см. рисунок [5].

Полиэдр составов АВС. . . К и внедренная x- y-z декартовая система координат

Выводы.
1. Обозначена проблема расчета (𝑥, 𝑦, 𝑧)—координат для фигуративной

точки многомерной фазовой диаграммы с целью дальнейшего построения
модели многокомпонентной системы.

2. Выведено общее уравнение для пересчета координат из барицентриче-
ских в декартовые для некоторой фигуративной точки 𝑖, представленной в
матричной форме.

3. Для фазовых диаграмм типа треугольник составов, квадрат составов,
Т-х-у фазовая диаграмма тройной системы, концентрационный тетраэдр чет-
верной системы выведены уравнения пересчета координат в декартовые ко-
ординаты.
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4. Разработан алгоритм автоматизированного пересчета координат в про-
грамме MO Excel и построения точек в программе КОМПАС 3D.
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Расчет материального баланса кристаллизующихся фаз
в пятикомпонентной взаимной системе Li,Na,K||F,Cl,Br в
программной среде MO Excel

У. А. Емельянова, А. В. Бурчаков, И. K. Гаркушин
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

В работе реализован метод расчета материального баланса кристал-
лизующихся фаз в пятикомпонентной взаимной системе Li,Na,K||F,Cl,Br,
основанный на мольном балансе компонентов системы. Расчет проведен
в программе MO Excel. Созданный алгоритм позволяет автоматизиро-
ванно рассчитывать количество кристаллизующихся фаз, а также вы-
являть химические реакции, протекающие в системе для смеси с соот-
ношением компонентов, заданных пользователем. Уникальность метода
заключается в возможности применения его для систем любой мерно-
сти.

Ключевые слова: пятикомпонентная взаимная система, фазовые рав-
новесия, древо фаз, материальный баланс, непрерывные ряды твердых
растворов, MO Excel.

Введение. Вопрос прогнозирования кристаллизующихся фаз в много-
компонентных системах взаимного и невзаимного типов с образованием двой-
ных, тройных соединений, занимает ученых в области физико-химического
анализа давно и является актуальным и сегодня [1]. На первом этапе изучения
фазовых равновесий в пятикомпонентной взаимной системе Li,Na,K||F,Cl,Br
проведен анализ систем— элементов огранения данной системы [2]. Далее
выполнен прогноз кристаллизующихся фаз с помощью составления древа
фаз. Одним из методов получения древа фаз является метод А. Г. Крае-
вой, в основе которого лежит теория графов [3]. В каждом элементе древа
фаз прогнозируется собственный набор стабильных кристаллизующихся фаз.
Следующим этапом в работе явилось решение мольного баланса компонентов
и кристаллизующихся фаз [4]. Имеется пять частных решений для каждого
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стабильного элемента древа фаз. Здесь представлено лишь решение для одно-
го элемента древа фаз — стабильного секущего тетраэдра LiF-NaF-KCl-KBr
(таблица).

Материальный баланс кристаллизующихся фаз для некоторой смеси 𝑖 системы
Li,Na,K||F,Cl,Br

№, п/п компоненты
и фазы M, г/моль до реакций после

реакций
m, г n, моль n, моль m, г

1 LiF 25.94 259.39 10 40 1037.58
2 NaF 41.99 1259.65 30 52 2183.38
3 KF 58.1 3021.03 52 0 0
4 LiCl 42.39 847.87 20 0 0
5 NaCl 58.44 584.42 10 0 0
6 KCl 74.55 1789.22 24 0 0
7 LiBr 86.85 868.45 10 0 0
8 NaBr 102.89 1234.73 12 0 0
9 KBr 119 2499.05 21 0 0
10 LiCl𝑥Br1−𝑥 62.1 - - 0 0
11 NaCl𝑥Br1−𝑥 78.15 - - 0 0
12 KCl𝑥Br1−𝑥 94.26 - - 97 9142.85

сумма 12363.81 189 189 12363.81

В таблице представлено решение материального баланса для некоторой
смеси 𝑖 пятикомпонентной системы Li,Na,K||F,Cl,Br. Для данной смеси вы-
полняется следующее условие:

𝑐1 = 𝑑1 + 𝑔1 + 𝑒1 + ℎ1, (1)

где 𝑐1 = 𝑛(KF), 𝑑1 = 𝑛(LiCl), 𝑔1 = 𝑛(LiBr), 𝑒1 = 𝑛(NaCl), ℎ1 = 𝑛(NaBr) —
количества соответствующих веществ в исходной смеси 𝑖. Условие (1) указы-
вает на то, что в результате сплавления компонентов и дальнейшей кристал-
лизации (осуществления реакции) в смеси 𝑖 будут кристаллизоваться фазы,
отвечающие стабильному тетраэдру LiF-NaF-KCl-KBr. В смеси 𝑖 протекают
следующие химические реакции:

10 моль KF + 10 моль NaCl = 10 моль NaF + 10 моль KCl,
20 моль KF + 20 моль LiCl = 20 моль KCl + 20 моль LiF,
54 моль KCl + 43 моль KBr = 97 моль KCl0.56 Br0.44,
12 моль KF + 12 моль NaBr = 12 моль NaF + 12 моль KB,
10 моль KF + 10 моль LiBr = 10 моль KBr + 10 моль LiF.
Выводы.
1. Проведено разбиение пятикомпонентной взаимной системы Li,Na,K||F,

Cl,Br на стабильные симплексы с получением древа фаз. Спрогнозиро-
ван набор кристаллизующихся фаз.

2. Методом мольного баланса составлены алгебраические выражения, свя-
зывающие количества продуктов реакции (кристаллизующиеся фазы),
количества веществ-участников реакции с исходными веществами.

3. Разработан алгоритм автоматизированного расчета материального ба-
ланса кристаллизующихся фаз и апробирован для некоторой смеси 𝑖.
Расчет показал корректность вычислений материального баланса.
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Abstract
In work the method of material balance calculation of crystallizing phases

in the quinary reciprocal system Li,Na,K||F,Cl,Br based on the molar bal-
ance of the system components, is implemented. Calculation was carried out
in the program MO Excel. The created algorithm allows to automatically
calculate the quantity of crystallizing phases, as well as to identify chemical
reactions occurring in the system for a mixture with a ratio of components
specified by the user. The uniqueness of the method lies in the possibility
of applying it to systems of any dimension.
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27–30 мая 2019 г., Самара, Россия

Применение метода разделения переменных при
решении эволюционно-краевых задач для областей
с криволинейными границами

В. Л. Леонтьев
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,
Россия, 195251, Санкт-Петербург, ул. Политехническая, 29.

Аннотация
Проводится обобщение метода разделения переменных, связанное с

применением ортогональных финитных функций, на примере первой
начально-краевой задачи для двумерной области с криволинейной гра-
ницей. Формируемая последовательность конечных рядов Фурье в каж-
дый момент времени сходится к точному решению задачи — бесконеч-
ному ряду Фурье. Аналогичное обобщение метода Фурье справедливо
в рамках начально-краевых задач других типов, для областей более вы-
сокой размерности.

Ключевые слова: метод разделения переменных, метод Фурье, орто-
гональные финитные функции, конечные ряды, краевая задача, область
с криволинейной границей.

Введение. Излагается алгоритм обобщенного метода Фурье, связанный
с применением ортогональных финитных функций (ОФФ), на примере пер-
вой начально-краевой задачи для области с криволинейной границей. Показа-
но, что последовательность конечных рядов Фурье в каждый момент времени
сходится к точному решению задачи— бесконечному ряду Фурье. Структу-
ра конечных рядов Фурье аналогична структуре бесконечного ряда Фурье.
При увеличении числа узлов сетки в рассматриваемой области с криволиней-
ной границей имеет место сходимость приближенных собственных значений
и собственных функций краевой задачи к точным собственным значениям
и собственным функциям. При этом структура конечных рядов Фурье при-
ближенных решений сближается со структурой бесконечного ряда Фурье,
представляющего собой точное решение начально-краевой задачи. Метод да-
ет сколь угодно точные приближенные аналитические решения начально-кра-
евой задачи, по структуре аналогичные точному решению, и открывает новые
возможности классического метода Фурье.

Алгоритм обобщенного метода Фурье. На примере первой начально-
краевой задачи рассматривается алгоритм обобщенного метода Фурье для об-
ластей с криволинейными границами. Первые шаги алгоритма обобщенного
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метода Фурье для областей с криволинейной границей совпадают с аналогич-
ными шагами классического метода Фурье. Решение также разыскивается в
виде произведения функции, зависящей только от времени, и функции, зави-
сящей от пространственных координат. Подстановка произведения функций
в дифференциальное уравнение начально-краевой задачи приводит к кра-
евой задаче Штурма-Лиувилля. При разделении переменных из постановки
начально-краевой задачи также следует уравнение задачи Коши, решение ко-
торой связано посредством параметра с решением задачиШтурма-Лиувилля,
и два начальных условия.

Дальнейшие шаги алгоритма обобщенного метода Фурье, предназначен-
ного для решения начально-краевых задач в случае двумерных областей с
криволинейными границами, отличаются от соответствующих шагов класси-
ческого алгоритма, поскольку связаны с применением ОФФ при построении
последовательности приближенных аналитических решений в форме конеч-
ных обобщенных рядов Фурье и с предельным переходом в этой последова-
тельности к точному решению первой начально-краевой задачи— бесконечно-
му ряду Фурье. Нетривиальное решение краевой задачи Штурма-Лиувилля
ищется в виде линейной комбинации тензорных произведений двух функ-
ций одного аргумента, взятых попарно из двух систем сеточных ОФФ [1].
Двумерная область с криволинейной границей вписывается в прямоуголь-
ную область, которая разбивается сеткой на части, определяющие конечные
носители сеточных ОФФ.

Для определения величин неизвестных постоянных коэффициентов ли-
нейной комбинации ОФФ используются проекционные условия метода Буб-
нова—Галеркина. Формируется однородная система линейных алгебраиче-
ских уравнений, неизвестными в которой являются указанные коэффициен-
ты. Те значения параметра, появляющегося на этапе разделения переменных,
при которых система имеет нетривиальные решения, являются собственными
значениями проекционно-сеточного оператора, полученного с помощью про-
екционного алгоритма Бубнова—Галеркина на основе исходного дифференци-
ального оператора, а также собственными значениями краевой задачи Штур-
ма—Лиувилля, записанной в проекционной форме. Матрица системы уравне-
ний— вещественная и симметричная, а, следовательно, все собственные зна-
чения и собственные векторы этой матрицы имеют вещественные значения,
причем все ее собственные векторы линейно независимы и попарно ортого-
нальны, в том числе и в случае, когда есть кратные собственные значения.
Собственные значения положительны, поскольку матрица — не только сим-
метричная и вещественная, но и положительно определенная в силу того, что
матрица возникла в проекционных условиях на основе скалярного произве-
дения, примененного к положительно определенному, в случае рассматривае-
мого граничного условия, оператору. Строится конечная сумма (по индексам
найденных собственных значений) произведений функций, соответствующих
этим собственным значениям. Сомножителями являются решения задачи Ко-
ши, возникающей после разделения переменных, для найденных собственных
значений и конечный обобщенный ряд ОФФ-Фурье — аналитическое решение
задачи Штурма—Лиувилля в проекционной форме. Коэффициенты конечно-
го ряда определяются классическими формулами для коэффициентов Фурье,
выражающими их через функции, заданные в двух начальных условиях, и
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через ОФФ. Получаемый конечный ряд Фурье удовлетворяет уравнениям за-
дачи Штурма—Лиувилля в проекционной форме, уравнению задачи Коши,
а также граничному условию и двум начальным условиям, то есть является
приближенным аналитическим решением первой начально-краевой задачи в
случае области с криволинейной границей.

При сгущении сеток и, соответственно при увеличении числа использу-
емых ОФФ, собственные функции и собственные значения оператора зада-
чи, записанной в равносильной проекционной форме, после ее дискретизации
сходятся к соответствующим собственным функциям и собственным значе-
ниям оператора исходной задачи. Доказательство сходимости собственных
функций проводится на основе рассмотрения вспомогательного квадратично-
го функционала, имеющего в стационарной точке минимум и равного нулю в
этой точке. Поэтому задача минимизации функционала сводится к задаче ап-
проксимации точных собственных функций линейными комбинациями ОФФ,
то есть к задаче, решение которой содержится в [1], где имеются соответству-
ющие теоремы об аппроксимации, определяющие точность аппроксимации и
скорость сходимости, зависящие от типа конкретных систем базисных ОФФ.
При увеличении числа узлов сетки области приближенные решения задачи
Штурма— Лиувилля, то есть приближенные собственные функции этой за-
дачи, сходятся по норме пространства Соболева к ее точным решениям—
собственным функциям. При этом неограниченно возрастает число собствен-
ных значений и собственных функций краевой задачи в проекционной фор-
ме, а, следовательно, конечная сумма в пределе переходит в бесконечный ряд
Фурье. Такой ряд является единственным решением исходной начально-кра-
евой задачи, что следует из теоремы [2, стр. 88–91], основанной на теореме
Стеклова [2, стр. 87].

Заключение. В работах [3–6] показано, что сочетание таких свойств се-
точных базисных ОФФ, как финитность и ортогональность, определяет вы-
сокую эффективность использования ОФФ в создании новых интегральных
преобразований, нового потенциала взаимодействия атомов, в механике де-
формируемого твердого тела (упругость и пластичность, статика и динамика,
линейные и нелинейные задачи, стержни, пластины и оболочки, трехмерные
тела). Здесь раскрываются возможности ОФФ в обобщении классического
метода математической физики, приводящем к включению в область приме-
нения метода разделения переменных задач для областей с криволинейными
границами.
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Аннотация

Объектом исследования является базис функций Чебышева—Эрми-
та и возможность разложения сигналов аналитических приборов по это-
му базису. Цель работы заключается в формировании базиса для полу-
чения производных сигналов различных порядков. Для формирования
базиса рассматривается представление функций Чебышева—Эрмита че-
рез многочлены Эрмита. Для дифференцирования базисных функций
используется формула Лейбница. Полученный базис позволяет найти
производную сигнала произвольного порядка.

Ключевые слова: аналитический сигнал, функции Чебышева—Эрми-
та, базис производных.

Введение. Развитие аналитического приборостроения идет по пути улуч-
шения характеристик аналитических приборов и внедрения новых методов
анализа результатов измерений (аналитических сигналов). Одним из таких
методов может стать проекционная схема кодирования-декодирования сигна-
лов, основанная на разложении сигнала по функциям Чебышева—Эрмита [1].

1. Алгоритм кодирования-декодирования в базисе функций Че-
бышева—Эрмита. Функции Чебышева—Эрмита определяются следующим
образом:

𝜙𝑛(𝑥) =
1

𝛼𝑛
· 𝑒−

𝑥2

2 ·𝐻𝑛(𝑥), (1)

где 𝛼𝑛 =
√︀

2𝑛𝑛!
√
𝜋—нормирующая константа; 𝐻𝑛(𝑥)— стандартизирован-

ный многочлен Чебышева—Эрмита степени 𝑛:

𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛𝑒𝑥
2 𝑑𝑛𝑒−𝑥2

𝑑𝑥𝑛
.
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Представление сигнала 𝑓(𝑥) с помощью 𝑛 функций разложения (алгоритм
кодирования) заключается в нахождении коэффициентов 𝑐𝑛:

𝑐𝑛 =

∫︁ 𝜏𝑛

−𝜏𝑛

𝑓(𝑥) · 𝜙𝑛(𝑥)𝑑𝑥, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁,

где
[︀
− 𝜏𝑛, 𝜏𝑛

]︀
— отрезок, на котором локализована функция 𝜙𝑛.

Алгоритм декодирования с помощью 𝑁 коэффициентов разложения вы-
ражается формулой:

𝑓(𝑥) =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛 · 𝜙𝑛(𝑥). (2)

Описанный алгоритм обладает сглаживающим свойством [2] и позволяет
получить не только сглаженный сигнал, но также и его сглаженную произ-
водную 𝑘 порядка, при наличии соответствующего базиса.

2. Формирование базиса производных функций Чебышева—Эр-
мита. Продифференцируем (1) 𝑘 раз:

𝑑𝑘𝜙𝑛(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
=

1

𝛼𝑛
· 𝑑

𝑘𝐻𝑛(𝑥) · 𝑒−
𝑥2

2

𝑑𝑥𝑘
. (3)

Используя формулу Лейбница возможно раскрыть производную 𝑘-того
порядка произведения функций:

𝑑𝑘𝑢𝑣

𝑑𝑥𝑘
=

𝑘∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘

𝑑𝑘−𝑖𝑢

𝑑𝑥𝑘−𝑖
· 𝑑

𝑖𝑣

𝑑𝑥𝑖
,

где 𝐶𝑖
𝑘 — биномиальный коэффициент.

Используя данную формулу, относительно (3) получим:

𝑑𝑘𝜙𝑛(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
=

1

𝛼𝑛
·

𝑘∑︁
𝑖=0

[︂
𝐶𝑖
𝑘

𝑑𝑘−𝑖𝐻𝑛(𝑥)

𝑑𝑥𝑘−𝑖
· 𝑑

𝑖𝑒−
𝑥2

2

𝑑𝑥𝑖

]︂
. (4)

Найдем обе присутствующих в (4) производные по отдельности:

𝑑𝑘−𝑖𝐻𝑛(𝑥)

𝑑𝑥𝑘−𝑖
= 𝑛!

𝑛/2∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘 · 𝜆𝑛𝑚 · 𝑑𝑋𝑘−𝑖
𝑛−2𝑚, (5)

𝑑𝑖𝑒−
𝑥2

2

𝑑𝑥𝑖
= (−1)𝑖 ·𝐻𝑒𝑖(𝑥) · 𝑒−

𝑥2

2 , (6)

где 𝐻𝑒𝑛(𝑥)—«статистические» полиномы Эрмита [1],

𝑑𝑋𝑘−𝑖
𝑛−2𝑚 =

⎧⎨⎩
(𝑛− 2𝑚)!

(𝑛− 2𝑚− 𝑘 + 𝑖)!
𝑥𝑛−2𝑚−𝑘+𝑖, 𝑛− 2𝑚 > 𝑘 − 𝑖,

0, 𝑛− 2𝑚 < 𝑘 − 𝑖.
(7)

138



Вычисление производных аналитического сигнала в базисе функций Чебышева—Эрмита

Подставим (7), (6) и (5) в (4):

𝑑𝑘𝜙𝑛(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
=

=
𝑛!

𝛼𝑛
·

𝑘∑︁
𝑖=0

{︂
𝐶𝑖
𝑘 · (−1)𝑖 ·𝐻𝑒𝑖(𝑥) · 𝑒−

𝑥2

2

𝑛/2∑︁
𝑚=0

[︁
(−1)𝑘 · 𝜆𝑛𝑚 · 𝑑𝑋𝑘−𝑖

𝑛−2𝑚

]︁}︂
. (8)

Заключение. Полученное выражение (8) задает базис производной 𝑘-
того порядка 𝑛-й функции Чебышева—Эрмита и может быть использован
для восстановления 𝑘-той сглаженной производной исходного сигнала, по рас-
считанным заранее коэффициентам разложения в базисе Чебышева—Эрмита.
Для этого необходимо использовать алгоритм декодирования (2), в котором
базисную функцию 𝜙𝑛(𝑥) следует заменить на (8).
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Abstract
The main objectives of study are basis of the Chebyshev-Hermite (also

Hermite) functions and application of this basis for signal decomposition.
The purpose of this work is to form basis for obtain signal derivatives of dif-
ferent order. To form this basis Chebyshev-Hermite functions are considered
using Hermite polynomials. For taking derivatives of Chebyshev-Hermite
basis functions, the Leibniz formula is used. Obtained basis can be used for
taking arbitrary order derivatives of signals.
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Аннотация

В данной статье рассматривается краевая задача Неймана в кольце.
Находится решение задачи Неймана в виде ряда по системе интерполя-
ционно-ортогональных периодических, гармонических в кольце всплес-
ков, построенных на основе всплесков Мейера. В результате получено
точное решение поставленной задачи в виде ряда по системе указанных
выше базисов всплесков, а также получена численная оценка погрешно-
сти аппроксимации частичными суммами построенного ряда.

Ключевые слова: интерполяционные всплески, краевая задача Ней-
мана.

Введение. В работах [1, 2] для решения краевой задачи Дирихле в еди-
ничном круге и кольце были использованы интерполяционные и интерпо-
ляционно-ортогональные 2𝜋-периодические всплески из статьи [3]. В данной
работе эти же всплески применяются для решения краевой задачи Неймана
в кольце 𝑅𝜌 := {𝑟𝑒𝑖𝑥 : 0 < 𝜌 < 𝑟 < 1, 0 6 𝑥 < 2𝜋}.

1. Интерполяционно-ортогональные 2𝜋-периодические всплески.
На основе преобразования Фурье функции типа Мейера ̂︀𝜙𝜀(𝜔), 𝜀 ∈ (0, 1/3]
(см., например, [4]) в [1] построены системы интерполяционно-ортогональных
2𝜋-периодических всплесков {Φ𝑗,𝑘

𝑠 (𝑒𝑖𝑥) : 𝑘 = 0, . . . , 2𝑗 − 1}𝑗∈N∪{0} (при 𝑠 = 3—
это интерполяционные в 𝐶2𝜋 на сетках {𝑥𝑘𝑗 := 2𝜋𝑘/2𝑗 : 𝑘 = 0, . . . , 2𝑗 − 1},
а при 𝑠 = 1, 2—интерполяционные в 𝐶2𝜋 на тех же сетках и одновременно
ортогональные в 𝐿2(0, 2𝜋)), которые порождают кратномасштабный анализ
{𝑉 𝑗

𝑠 }𝑗∈N∪{0}. Всплески Φ𝑗,𝑘
𝑠 (𝑒𝑖𝑥)— тригонометрические полиномы по системе

{𝑒𝑖𝜈𝑥 : |𝜈| < 2𝑗−1(1+ 𝜀)}, которые легко продолжаются до гармонических при
𝑟 < 1 полиномов Φ𝑗,𝑘

𝑠 (𝑟𝑒𝑖𝑥) и гармонических при 𝑟 > 𝜌 полиномов Φ𝑗,𝑘
𝑠

(︀𝜌
𝑟 𝑒

𝑖𝑥
)︀
,

явный вид которых можно найти в [2].
2. Применение к решению задачи Неймана в кольце. Постановка

задачи Неймана в кольце 𝑅𝜌:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑈(𝑟, 𝑥) =
𝜕2𝑈

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
= 0, 𝑈 ∈ 𝐶1(𝑅𝜌) ∩ 𝐶2(𝑅𝜌),

𝜕𝑈

𝜕𝑟
(1, 𝑥) = 𝑔1(𝑥) ∈ 𝐶2𝜋,

𝜕𝑈

𝜕𝑟
(𝜌, 𝑥) = 𝑔𝜌(𝑥) ∈ 𝐶2𝜋,∫︁ 2𝜋

0

(︀
𝑔1(𝑥)− 𝑔𝜌(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 = 0.

(1)

Из работы [5] следует, что решение задачи (1) существует, единственно с
точностью до аддитивной константы и представимо в виде

𝑈(𝑟, 𝑥) = 𝑈1(𝑟, 𝑥) + 𝑈𝜌(𝑟, 𝑥) +𝐴 ln 𝑟,

где 𝑈1(𝑟, 𝑥) и 𝑈𝜌(𝑟, 𝑥)— гармонические в 𝑅𝜌 и непрерывно-дифференцируе-
мые в 𝑅𝜌, 𝐴—некоторая константа.

Определим, как в [1], при 𝑗 ∈ N ∪ {0} интерполяционную проекцию

𝑆𝑠,2𝑗 (𝑥; 𝑓) =
2𝑗−1∑︁
𝑘=0

𝑓
(︀2𝜋𝑘
2𝑗
)︀
Φ𝑗,𝑘
𝑠 (𝑒𝑖𝑥)

функции 𝑓 из 𝐶2𝜋 на 𝑉 𝑗
𝑠 . Можно показать, что при 𝑞 = {1, 𝜌} функции

𝑔𝑞 ∈ 𝐶2𝜋 из (1) представимы в виде равномерно сходящихся рядов по функ-
циям Φ𝑗+1,2𝑘+1

𝑠 (𝑒𝑖𝑥):

𝑔𝑞(0) +

+∞∑︁
𝑗=0

2𝑗−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝑔𝑞(·)− 𝑆𝑠,2𝑗 (·; 𝑔𝑞)

)︀
(𝑥𝑗+1

2𝑘+1)2
−(𝑗+1)Φ𝑗+1,2𝑘+1

𝑠 (𝑒𝑖𝑥). (2)

Также можно показать, что при 𝑞 = {1, 𝜌} функции 𝑈1(𝑟, 𝑥) и 𝑈𝜌(𝑟, 𝑥) пред-
ставимы в виде равномерно сходящихся в 𝑅𝜌 рядов по гармоническим поли-
номам Φ𝑗+1,2𝑘+1

𝑠 (𝑟𝑒𝑖𝑥) и Φ𝑗+1,2𝑘+1
𝑠 (𝜌𝑟 𝑒

𝑖𝑥), соответственно:

𝑈𝑞(𝑞, 0) +

+∞∑︁
𝑗=0

2𝑗−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑈𝑞(𝑞, ·)− 𝑆𝑠,2𝑗

(︀
1, ·;𝑈𝑞(𝑞, ·)

)︀)︁
×

×
(︁
𝑥𝑗+1
2𝑘+1

)︁
Φ𝑗+1,2𝑘+1
𝑠

(︀
𝑞𝑟

2𝑞−1−𝜌
1−𝜌 𝑒𝑖𝑥

)︀
. (3)

Обозначим стоящие в рядах (2) и (3) коэффициенты при 𝑒𝑖𝜈𝑥 и 𝑟|𝜈|𝑒𝑖𝜈𝑥,(︀𝜌
𝑟

)︀|𝜈|
𝑒𝑖𝜈𝑥 через 𝑔𝑗,𝑘,𝜈𝑞 (𝑞 = 0, 𝜌) и 𝑈 𝑗,𝑘,𝜈

1 , 𝑈 𝑗,𝑘,𝜈
𝜌 , соответственно. Используя

условия задачи (1), представление для 𝑈(𝑟, 𝑥) и оценку из теоремы в работе
[1], получим следующую теорему.
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Теорема. В условиях задачи (1) при каждом 𝑠 = 1, 2, 3

𝑈(𝑟, 𝑥) = 𝑈1(1, 0) + 𝑈𝜌(𝜌, 0)+

+
+∞∑︁
𝑗=0

2𝑗−1∑︁
𝑘=0

∑︁
𝜈∈Δ𝑗+1

𝜀 ∩Z∖{0}

(︁
𝑈 𝑗,𝑘,𝜈
1 𝑟|𝜈| + 𝑈 𝑗,𝑘,𝜈

𝜌

(︁𝜌
𝑟

)︁𝜈)︁
𝑒𝑖𝜈𝑥, (4)

где ряд в правой части сходится равномерно в 𝑅𝜌, 𝑈1(1, 0), 𝑈𝜌(𝜌, 0)— про-

извольные константы, а 𝑈 𝑗,𝑘,𝜈
𝑞 =

𝑔𝑗,𝑘,𝜈1 𝑞|𝜈|−𝑔𝑗,𝑘,𝜈𝜌 𝜌( 𝜌
𝑞
)|𝜈|

|𝜈|
(︀
1−𝜌2|𝜈|

)︀ (𝑞 = 1, 𝜌). Также при

любом фикисрованном 𝐽 ∈ N ∪ {0} частичная сумма 𝑆𝑠,2𝐽 (𝑈(𝑟, 𝑥)) ряда из
правой части (4) совпадает с гармоническим полиномом в 𝑅𝜌, порождаемым
интерполяционными проекциями 𝑆𝑠,2𝐽 (𝑥;𝑈(1, 𝑥)), 𝑆𝑠,2𝐽 (𝑥;𝑈(𝜌, 𝑥)) на 𝑉 𝐽

𝑠 , и
приближает решение 𝑈(𝑟, 𝑥) задачи (1) со следующей оценкой точности:

‖𝑈(𝑟, 𝑥)− 𝑆𝑠,2𝐽 (𝑈(𝑟, 𝑥))‖𝐶(𝑅𝜌) 6 (1 + ‖𝑆𝑠,2𝑗‖)
(︀
𝐸𝑁𝜀,𝐽

(𝑔1)𝐶2𝜋 + 𝐸𝑁𝜀,𝐽
(𝑔𝜌)𝐶2𝜋

)︀
,

где 𝐸𝑁𝜀,𝐽
(𝑓)𝐶2𝜋 — наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐶2𝜋 тригонометри-

ческими полиномами порядка 𝑁𝜀,𝐽 = [2𝐽−1(1−𝜀)], а оценку нормы оператора
интерполяционного проектрования 𝑆𝑠,2𝐽 на 𝑉 𝐽

𝑠 можно найти в теореме из
работы [1].

Заключение. Полученная теорема дает решение задачи (1) в виде ряда
с удобными для вычисления коэффициентами, а также важную для практи-
ки оценку погрешности аппроксимации решения частичными суммами 𝑆𝑠,2𝐽
этого ряда (полиномами степени 6 2𝐽−1(1 + 𝜀)) по порядку совпадающую с
𝐸𝑁𝜀,𝐽

.
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Abstract

In this paper we discuss the Neumann boundary value problem in a ring.
Our goal of research is to find out the solution for the Neumann problem in
the form of series in a wavelet system of interpolating-orthogonal periodic,
harmonic in a ring wavelets which were constructed on the basis of Meyer-
type wavelets. As a result we obtain the exact solution for the problem in
the form of series in the wavelet system mentioned above and the numerical
bound of the approximation error.

Keywords: interpolating wavelets, Neumann boundary value problem.
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On machine learning based theorem prover for first order
minimal logic

A. R. Baghdasaryan
Yerevan State University,
Faculty of Informatics and Applied Mathematics,
1 Alex Manoogian, Yerevan, 0025, Republic of Armenia.

Abstract

Automated theorem provers based on different systems of minimal logic
experience some difficulties because of many problems. One of them is a
stoup selection rule, when a formula from the context should be selected to
be considered as a stoup. Neural networks are added to these systems of
minimal logic and they are used to determine which formula from the context
will become a stoup. This partially solves the problem of rule selection and
gives reduction of time in theorem proving.

Keywords: minimal logic, theorem proving, cut elimination, machine learn-
ing, recurrent neural networks.

Introduction. There are different kind of systems in which rule selection
problem leads to proof search inefficiency issues. Because of that problem auto-
mated theorem provers based on that systems experience some difficulties. Two
systems for propositional fragment of minimal logic (SwMin and ScMin) were in-
troduced in [1]. In these systems the problem of rule selection remains unsolved.
There is a stoup selection rule in SwMin, when a formula from the context should
be selected to be considered as a stoup. Though this is insufficient as it requires
many branches to prove, which may be unnecessary. We extend those systems to
the minimal fragments of first order predicate logic SwMinPred and ScMinPred
and prove their equivalence to Hentzen type systems considered in [2]. We devel-
oped prover SwProv based on SwMinPred system. To avoid rule selection problems
the neural networks are deployed in SwProv prover (SwNNProv), which helps us to
make a “right” decision. At each step of the proof, if there are multiple choices
of the inference rule to be applied at the current step, neural network is used to
determine which formula from the context will become a stoup.

1. Sequent To Vector Transformation. Firstly all formulas in sequents
are represented in Skolem standard form. To be able to use neural networks in
the proof search it is necessary to train network model against provable sequents.
To proceed with that we introduce numerical representation for the sequents as-
signing a specific number to each symbol. Based on that representation similar
formulas will get identical vectors. After that autoencoder [3] is trained to get
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fixed length encoding for each sequent. As a result we get numerical representa-
tion for sequents.

2. Neural Networks in Proof Search. Standard library for first-order
predicate logic problems are used as a training dataset. For each element in
training set SwProv prover is run and which generates training examples. At
each point of proof tree, where a stoup formula has to be selected, all sequents
in that branch of tree are considered and sequence of vectors is generated by
“Sequent to Vector” transformation. To differentiate successful outcomes while
training neural network one needs to take numerical representation for each stoup
candidate formula and corresponding ground truth label (whether this is the right
selection).

Used neural network model consists of gated reclified unit (GRU) [4] as recur-
rent layer and 2-dense layers with skip connections [5] and residual blocks [6].

The output of recurrent layer (feature vector extractor module) is concate-
nated with numerical representation of stoup candidate and then is mapped to
2-length one-hot encoded vector via dense layer with softmax activation function.
As a final step cross entropy is used as a loss function.

Results. In result of constructing new proof systems for minimal logic of
predicates and deploying concept of neural network in the prover experiments
revealed proof search space reduction and the level of accuracy up to 75% training
150 epochs. Compared to the prover without neural network time spent for the
proof is reduced for almost twice.
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